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 مختصری از ریاضیات مورد نیاز

 

 مختصات کارتزین و استوانه ای 
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 در نظر کرفته شود dsنند در مختصات کارتزین چنانچه بردارفاصله جزء کوچکی ما

 

 

  در مختصات استوانه ای
 

 

 و کارتزین روابط مختصات استوانه ای
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 خواهند شد  ,  , که در آن   ,

 معادله یک خط خواهد شد

 معادله یک حجم خواهد شد

 یک بردار کارتزین با مختصات استوانه ای خواهد شد

 برای پیدا کردن بردارهای یکه داریم
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 استخراج بردار های یکه نسبت به مختصات خواهند شد
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ادیان در مختصات استوانه ای خواهد شدبردار گر   



           گروه سازه های هیدرولیکی دانشکده مهندسی علوم آب                                          ودینامیکدرسی هیدرجزوه  - قمشیمهدی 

 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ضرب اسکالر 

 Dot productضرب نقطه ای         یا 

 Inner productضرب داخلی            یا 

 مثال 
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 ضرب خارجی بردارهای یکه خواهند شد

 ضرب داخلی 
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 اعمال ضرب با 

f    وg  توابعی اسکالر هستند 

A   وB  توابعی برداری هستند 

  َf   و  تابعی اسکالرA  تابعی برداری است 

  َA   وB  توابعی برداری هستند 

  َf   و  تابعی اسکالرA  برداری است تابعی 

  َA   وB  توابعی برداری هستند 

 ضرب سه بردار

 ضرب داخلی
 
 

 ضرب خارجی 
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 های برداری مهم گرعمل
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  لاپلاس اسکالر می شود

 و لاپلاس برداری می شود
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 دومفصل 

 قدمه ای بر تحلیل دیفرانسیلی حرکت سیالاتم
 

 
 جریان میدانرفتارهای عمده ناخت ش = شکل انتگرالی معادلات اساسی برای یک حجم کنترل

 

 جریان میدانشناخت جزء به جزء  =معادلات حرکت سیالات در شکل دیفرانسیلی

 

 بقاء جرم     

 در این فصل معادلات دیفرانسیلی برای -

 قانون دوم حرکت نیوتن                                                             

 

 بینهایت کوچک و حجمهای کنترلتحلیل بر مبنای ترمهای  -

 

 Conservation of  Mass بقاء جرم 

 
بقماء  معادلمه دیفرانسمیل بمرای ،در این قسممت .قبلاً بقاء جرم ما را به معادله پیوستگی هدایت نموده بود

مصتصممات اسممتوانه ای و  Rectangular Coordinate systemجممرم را در مصتصممات مسممت یلی 

Cylindrical Coordinate  system  .مورد بحث قرار می دهیم 

 

 سیستم مختصات مستطیلی 

با اضلاعی  infinitesimal در این مصتصات حجم کنترل انتصابی یک مکعب بینهایت کوچک ،م ابق شکل

، و سمرعت برابمر ، حجمم کنتمرل o ،جرم مصصمو  در مرکم  .می باشد dz , dy , dxبه اندازه های 

wkvjuiV ˆˆˆ  جهت بدست آوردن خوا  سیال در هر شش وجمه حجمم کنتمرل از بسم   .می باشد

 استفاده می کنیم. oدر اطراف نق ه  Taylor Seriesسرهای تیلر 

 :داریم برای مثال، در وجه سمت راست 
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 عادله بالای این مدرجه با صرفنظر از اج اء 
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 :بقاء جرم بصورت یک جمله می شود
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 .در هر شش وجه س ح کنترل مورد رسیدگی قرار دهیم

 ج ئیات این محاسبات در جدول پیوست نشان داده شده است.

 صتصاتی فرض شده است.مقدار مثبت بردار سرعت در هر شش وجه در جهت مثبت جهات م

 در بس  معادلات صرفنظر گردید.{  dx)(2مثل }از اج اء درجه بالا 

 :می بینیم که مقدار جریان خالص خروجی از س ح کنترل به شکل زیر بیان خواهد شد

 

dzdydx
z

w

y

v

x

u





















  

 

 )( و حجم جرم در واحد حجم، )جرم درون حجم کنترل در هر لحظه برابر است با حاصلضرب مقدار 

dx dy dz ) پس مقدار تغییر جرم درون حجم کنترل خواهد شد .می باشد: 

مقدار تغییر در جرم درون 

 حجم کنترل

جرم خالص جریان 

 کنترلخروجی از سطح 
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 حجم كنترل

dzdydx
t

 

 

 

 

 

 

 

 
م کنترل دیفرانسیلی در دستگاه مصتصات مست یلیجح  

 
Table 5.1       Mass Flux through the Control Surface of a Rectangular Differential Control Volume 
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 بدین ترتیب در مصتصات مست یلی معادله دیفرانسیل برای بقاء جرم خواهد شد.

 

AdV . Surface 
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 در مصتصات مست یلی بصورت  از آنجایی که بردار عملگر 

 

z
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y
j

x
i














 ˆˆˆ 

 :می باشد پس 
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
.







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 

 ت زیر نوشته شود و بقاء جرم ممکن است بصور

 

0. 





t
V


 

 نوشته شود.تری این معادله دیفرانسیلی پیوستگی ممکن است بصورت ساده ،در دو حالت از نوع جریان

 برای جریان غیر قابل تراکم                  :حالت اول

دین صمورت خواهمد در نتیجه معادله پیوستگی بم ،) جرم مصصو  تابع زمان و مکان نیست ( ρثابت = 

 شد.
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u  

 

بنابراین بردار سرعت  tzyxV .0، برای جریان غیر قابل تراکم باید معادله  ,,,  V .را ارضاء نماید 

در نتیجمه بمرای جریمان  ؛برای جریان ماندگار طبق تعریف همه خموا  سمیال مسمتقل از زممان هسمتند

گار که ماند zyx ,,  شوداست معادله پیوستگی بصورت زیر نوشته می 
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











z

w

yx

u  

 یا 

0.  V 
 مثال: انتگرال گیری از معادله پیوستگی دیفرانسیلی دو بعدی

اده شمده اسمت. د u = Axبا معادلمه  x، بردار سرعت در جهت  xyبرای یک جریان دو بعدی در صفحه  

تممال ، غیر قابل تراکم تعیین نمائید. چند احماندگاررا برای جریان  yمعادله ممکن بردار سرعت در جهت 

 وجود دارد. yبرای بردار 
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 1/5مثال   

Axuکه  xyداده ها: جریان دو بعدی در صفحه   است. 

 :پیدا کنید 

 .ماندگار غیر قابل تراکم مکن برای جریان م yبردار الف: 

 .وجود دارد yب: چند احتمال برای بردار 

 

 راه حل: 

.0               :معادله اساسی 





t
V


 

0                       قابل تراکم غیرماندگار برای جریان 




t
و

  ثابت 

.0ه   در نتیج V


                                         

0        در مصتصات مست یلی 














z

w

yx

u  

برای جریان دو بعدی در صفحه   xyyوxVV , پمس مقمدار مشمتق ج یمی در جهمت .z  برابمر صمفر

 خواهد بود و 
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u  

 پس
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
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آوردن معادلمه ای  ثابت می باشمد. بمرای بدسمت xبا  که نشان دهنده یک معادله برای مقدار تغییرات 

 می توان از این معادله انتگرال گیری نمود.، برای 

 نتیجه خواهد شد

    



 xfAyxfdy

y


 

 

 

 ایم.داشته yرا نسبت به  در معادله بدلیل اینست که ما مشتق ج یی  xعلت ظاهر شدن تابع 

هر تابعی برای  xf  مجاز می باشد زیرا به هر حال  0



xf

y
است. بنابراین هر تعداد معادلمه بمرای  

  می تواند معادله پیوستگی دیفرانسیلی را تحت مصتصات داده شده ارضاء نماینمد. سماده تمرین شمکل

می تواند در حالتی بدست آید که ، معادله برای   0xf  در نظر گرفته شود. در نتیجهAy  و 

jAyiAxV ˆˆ  



V
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رای غیرقابمل تمراکم بم ماندگار،این مسئله چگونگی استفاده از معادله دیفرانسیلی پیوستگی را در جریان 

 گیری از یک دیفرانسیل ج یی را توضیح داده است .ارزیابی یک بردار سرعت متحمل و همچنین انتگرال 

 

 معادله پیوستگی دیفرانسیلی غیر ماندگار –مثالی دیگر 

محفظه فشاری قرار دارد که ماننمد سیسمتم سمیلندر و پیسمتون  هوا می باشد و در یکه درون ترکیب یک گاز ک

mLدر یک لحظه در حالتی که پیستون در  ،عمل می کند 15.0 ،فاصله از انتهای بسته سیلندر می باشمد

جرم مصصو  گاز بصورت یکنواخت برابر 
sm

kg
18 در این حالت پیستون شروع به حرکت  می باشد

ب رف بیرون با 
s

m
V 12  می نماید. حرکت گاز بصورت یک بعدی و بصورت نسبتی از فاصله تا انتهای

Vuبسته سیلندر می باشد، و بصورت خ ی از صفر در قسمت چسبیده به قسمت بسته سیلندر تا    در

پیستون تغییر می کند. مقدار تغییر جرم مصصو  گاز را در این حالت مورد ارزیمابی  قسمت چسبیده به

 قرار دهید. یک معادله برای بیان جرم مصصو  متوس  بصورت تابعی از زمان بدست آورید.

 

 استپیستون و سیلندر بصورتی که نشان داده شده داده ها: 

 

 
 خواسته ها:

 قدار تغییر در جرم مخصوص الف: م

ب:                     t. 

 

.0راه حل: معادله اساسی       




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
                                      

 در مختصات مستطیلی 
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Vu 
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m
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VtLLهر چند قابل ذکر است که  o . 

 دا کردن متغیر ها و انتگرال گیری،با ج

 

 

t

sm

kg

s

m

m

kg

L

V

t

tدر

t

و
LVt

t

VtL

L
LnLn

VtL

Vdt
dt

L

Vd

sso

o

o

o

o

o

t

o

t






























 























.
1440

150

1
1218

0

/1

1

.

..



 

 تم مختصات استوانه ای سمعادلات در سی

 در مصتصات استوانه ای، حجم کنترل دیفرانسیلی مناسب در شکل نشان داده شده است.

ر مرک  جرم مصصو  د O  حجم کنترل برابر  است و سرعت در آنجا برابر: 

zrr VkVeVeV ˆˆˆ   
kوreeکه در آن  ˆ,ˆˆ

  بترتیب بردار واحد در جهاتrz ,, .می باشند 

t





           گروه سازه های هیدرولیکی دانشکده مهندسی علوم آب                                          ودینامیکدرسی هیدرجزوه  - قمشیمهدی 

 20 

dAVبرای ارزیابی 
cs

 .د جرم جریان عبوری از هر شش وجه س ح کنترل مورد بررسی قرار گیمرد. ، بای

بدسمت  Oخوا  سیال در شش وجه س ح کنترل با استفاده از بس  سری های تیلور در اطمراف نق مه 

 می آیند. ج ئیات جرم جریان در وجه های س ح کنترل در جدول زیر نشان داده شده اند.

rzاج اء سرعت  VVV ,,   هم به سمت مثبت هر جهت فرض شده اند. و اج اء درجه بمالا در سمری همای

 تیلور صرفنظر گردیده اند.

 

 
Table 5.2    Mass Flux through the Control Surface of a Cylindrical Differential Control Volume 

 

 استوانه ايم كنترل دیفرانسیلي در دستگاه مختصات جح
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 دد.مشاهده می کنیم که مقدار خالص جرم جریان خروجی از س ح کنترل بوسیله راب ه زیر بیان می گر
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 :در مصتصات استوانه ای معادله دیفرانسیلی برای بقاء جرم خواهد شد  ،جهدر نتی
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با مشصصمات  rصفحه  یک جریان شعاعی یک بعدی در  rFVr   0وV  در نظمر بگیریمد. تعیمین

کنید حالتهای  rF  مورد نیاز برای یک جریان غیر قابل تراکم. 

          

 : rیک جریان شعاعی یک بعدی در صفحه  داده ها:

  rfVr   0وV 

خواسته ها:  rf غیر قابل تراکم  برای جریان مورد نیاز 
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به بردار سرعت داده شده با توجه   rVVV  ,0  و مشتق ج یی با توجه بهz  خواهیم داشت 
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 نتیجه خواهد داد rبه  نسبتانتگرال گیری با 

 rrVت ثاب

 ،معادله پیوستگی نشان می دهد که برای جریان شعاعی یمک بعمدی یمک سمیال غیرقابمل تمراکم ،بنابراین

سرعت شعاعی باید  
r

c
rFVr  .باشد 

 

 

 

 تابع جریان برای جریان دو بعدی غیر قابل تراکم 

 

میت خاصمی برخموردار اسمت. یمک روا بیمان توضیح ریاضی الگوهای جریان در حرکت سیالات از اه

مناسب باید بتواند تصویری از شکل خ وط جریان )شامل نواحی مرزی( و همچنین مقیما  سمرعت در 

ابع نقاط مورد نظر در جریان را توصیف نماید. روا ریاضی که می تواند این منظور را برآورده نماید، ت

جریان  psi  .می باشد 
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کنمد. تمابع ع جریان، راب ه ای است که ارتباط بین خ وط جریان و عبمارت بقماء مماده را فرمولمه ممیتاب

جریان، یک تابع ریاضی مجرد   tyx ,, می باشد کمه بما دو جم ء سمرعت   tyxuوtyx ,,,, 

 جایگ ین شده است.

  xyبرای یک جریان دو بعدی غیر قابل تراکم در یک صفحه 

 بقاء جرم می تواند بصورت زیر نوشته شود.
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 پس معادله پیوستگی بصورت زیر نوشته خواهد شد.
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تند که در میدان جریان رسم می شوند. می توان گفت در همر لحظمه خ موط خ وط جریان، خ هایی هس

واحمد طمول در  rdجریان مما  بر جهت جریان در هر نق ه از میدان جریان می باشند. بنمابراین، اگمر 

 مسیر یک خ  جریان باشد، معادله خ  جریان خواهد شد:
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که جاییاز آن tyx ,,  در نتیجه در یک لحظه ،   totyx ,,,  در این لحظه تغییر در ،  ممکمن

است با توجه به  yx,  :بیان شود. پس در هر لحظه می توان نوشت 
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 خ  جریان لحظه ای،  از مقایسه دو معادله فوق ملاحظه خواهیم کرد که در طول یک

0d 
  در طول یک خ  جریان برابر یک عدد ثابت می باشد. از آنجایی که دیفرانسمیل  عمدد صمحیح ممی

12بین دو نق ه از میدان جریان،  dباشد، انتگرال   .تنها بستگی به نق ه انتهایی انتگرال دارد ، 

ط از تعریف خ  جریان در می یابیم که هیچ جریانی از روی خ  جریان عبور نمی کند. بنابراین اگر خ و

جریان در یک میدان جریان دو بعدی، غیر قابل تراکم در یک لحظه مشصص، ماننمد وضمعیت نشمان داده 

12ن بین خ وط جریان شده در شکل باشند، مقدار جریا ,  در طول خ وطABBCDEDF بایمد  ,,,

 برابر باشند.
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dx
x

dxQ

x

x

x

x

 




2

1

2

1


 

ابت ، ثBCدر طول خ  



 ydx

x
d ,


 بنابراین ، 

12

1

2

2

1












  ddx

x
Q

x

x

 

بنابراین حجم جریان عبوری )در عمق واحد( بین هر دو خ  جریان، می توانمد بصمورت تفماوت بمین دو 

 معرف دو خ  جریان نوشته شود. مقدار ثابت 

 

 

 بصورت زیر تعریف می شود: ، تابع جریان  xyدر صفحه برای جریان ماندگار، قابل تراکم دو بعدی 

xy
u















 معرف دو خ  جریان، برابر است با مقمدار جمرم  اختلاف بین دو مقدار ثابت  ,

 جریان عبوری )در عمق واحد( بین دو خ  جریان.

 

بکار برده می شمود، نشمان دهنمده جهمت جریمان  کردن تابع جریان،  علامتی که معمولاًبرای مشصص

 است که مقدار مثبت آن نشان دهنده جریان از چپ به راست می باشد. اگر خ  جریان عبوری از مبمداً و

0  بیان شده باشد، مقدار  جریان، بیانگر جریان عبوری از چپ بمه راسمت بمین برای سایر خ وط

 خ  مبداً و آن خ  جریان می باشد. این موضوع در مثال توضیح داده شده است.

، معادله بقاء جرم می توانمد بشمکل زیمر نوشمته rبرای یک جریان غیر قابل تراکم دو بعدی در صفحه 

 شود.
 

0











V

r

Vr r 

 ن ترتیب، تابع جریان می تواند بشکل زیر نوشته شود.بدی

r
V

r
Vr
















,

1 

 تعریف شده در معادله فوق، معادله پیوستگی کاملاً ارضاء می شود. با 

 

  cornerمثال: تابع جریان برای جریان در یک خم ) راست گوشه ( 

jAyiAxVکم بردار سرعت برای یک جریان ماندگار، غیر قابل ترا ˆˆ   12با  sA تمابع جریمان ممورد ،

رسمم و  xyنظر این میدان سرعت را تعیین می کند. الگوی خ وط جریان را برای ربع اول و دوم صفحه 

 تفسیر نمائید.
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 مثال : 

jAyiAxVداده ها: میدان سرعت  ˆˆ   12با  sA . 

 خواسته ها: 

 الف: تابع جریان ، 

 ب: رسم تابع جریان در ربع اول و دوم و تفسیر آن. 

 

 راه حل:

جریان غیر قابل تراکم است، بنابراین تابع جریان در معادله 
xy

u














صادق می باشمد. از  ,

این معادله داریم 
y

u
x 










 با توجه به میدان سرعت داده شده داریم   ,

y
Axu






  

 نتیجه می دهد: yانتگرال گیری نسبت به 

    



 xfAxyxfdy

y


 

 xf  اختیاری است. تابع xf  ممکن است با بکمارگیری ایمن معادلمه بمرای  بدسمت آیمد. بنمابراین از

 معادله فوق داریم :

dx

df
Ay

x








 

. مقایسه این معادله با معادله فوق نشان می دهد کمه Ayبا توجه به میدان سرعتی داده شده داریم 

0
dx

df  = یا                 ثابت xf  

xfAxy)(ین، معادله بنابرا                                  .  می شود 
    ψ 
      

ثابت، نشان دهنده خ وط جریان در میدان جریان می باشند. به منظور رسم خ وط، ثابمت  خ های با 

c نظور رسم خ  جریان مبداً ممکن است هر مقدار مناسب دلصواه در نظر گرفته شود. به م 01  ،

ثابت  c  صفر در نظر گرفته می شود. سپس مقدارc  برای هر خ  جریان دیگر، مقدار جریان از چپ بمه

12و 0cراست بین خ  مبداً و آن خ  جریان را بیان خواهد کرد. با   sA  

 
m

s
m

yx

3

2 

در شکل زیر خ وط جریان برای ربع اول و ربع دوم صفحه مصتصات بصورت مجم ا نشمان داده شمده 

 اند.

cAxy 
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0,0در ربع اول، از آنجایی که   u  است، جهت جریان از چپ به راست و ب رف پائین اسمت. حجمم

1خ  جریان،  جریان بین دو  2، و خ  جریان  :برابر است با ، 

 
m

s
m

Q

3

1212 2  

0,0در ربع دوم، از آنجائی که   u  است، جهت جریان از راست به چپ و ب رف پائین است. حجمم

79جریان بین خ وط جریان  , : برابر است با 

  
   

m
s

m

m
s

m
Q

33

7979 448   

 علامت منفی نشان دهنده این است که جریان از راست به چپ می باشد. 

 در مناطقی: جریان با سرعت زیاد اتفاق می افتد که خ وط جریان به هم ن دیک می شوند. جریانهمای بما

 اتفاق می افتد.سرعت کم، ن دیک به خ  مبداً، جایی که فاصله خ وط جریان زیاد است، 

در هر چهارگوشه، کیفیت جریان مانند جریان در راست گوشه که از دو دیمواره ایجماد شمده اسمت، ممی 

 باشد.

 خط زمان و رمسی خط - رگه خط – انیخط جرتعاریف 
در هر مکان و در زمان داده شمده ممما  بمر بمردار سمرعت خ ی است که : (Streamlines)خ  جریان

 .است

(: مکان هندسی ذراتی است که فبلاً از یک نق ه مشصص عبور نموده انمد. در یمک Streaklinesخ  رگه )

 شود. یم مینق ه ترس کیدر  ابی ریمس یماده رنگ قیبا ت رمیدان جریان 

ذره  کیمتوسم  (: مسیری است که یک ذره سیال در میدان جریان طی می کند یا Pathlinesخ  مسیر )

 . شود یم یمدت زمان خا  ط کیدر 
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dy 
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dx 
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 حجم كنترل

y 

 

 

 

 

(: خ ی است که توس  مجموعه ای از ذرات سیال شمکل ممی گیمرد کمه در ممدت Timelinesخ  زمان )

ذرات در یک راستای مستقیم و یا راستای منحنی شکل قرار داشمتند و بما گتشمت  زمان کوتاهی قبل این

  زمان تغییر نموده اند.

 حرکت یک ذره سیال

امیمک ( فرمولمه شمود، لازم اسمت ابتمدا علمم حرکمت قبل از اینکه اثمرات نیروهما بمر حرکمت سمیال ) دین

 )سینماتیک( یک ذره سیال در یک میدان سیال، مورد بررسی قرار گیرد. 

نمائیم؛ هممان ور برای سهولت، یک ذره بینهایت کوچک و با جرم مصصو  مشصص )جرم( را دنبال می

 که در شکل نشان داده شده است.

 همان ور که ذره بینهایت کوچک به جرم dm درون جریان سیال حرکت می کند، چندین وضعیت ممکن ،

است برای آن اتفاق بیافتد. واضح است که ذره انتقال می یابد؛ ذره دستصوا جابجایی خ ی از یک مکان 

111 ,, xyz  222به مکان دیگر ,, xyz ش داشمته باشمد؛ نممایش ذره می شود. ذره همچنین ممکن است چمرخ

 z,y,xهمان ور که در شکل نشان داده شده، وقتی وجوه ذره ممورد نظمر مموازی محورهمای مصتصمات 

باشند، ممکن است بر اثر فق  چرخش حول هر محور مصتصات ) و یا همه محورهای مصتصمات ( تغییمر 

است به دو شمکل صمورت گیمرد. نماید. علاوه بر این، ذره ممکن است تغییر شکل دهد. تغییر شکل ممکن 

تغییر شکل خ ی و زاویه ای. تغییر شکل خ ی، که در آن صفحات ذره که ابتدا بر هم عممود ممی باشمند 

ر د)ب ور مثال صفحه بالا و وجه جانبی ذره ( بصورت عمودی باقی بمانند، و تغییر در شکل بدون تغییر 

 زوایای ذره بوجود آید.

 

 

 

 

 

 

 

 از سیال شکل: ذره بسیار کوچک
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 تغییر شکل زاویه ای، سبب از بین رفتن ذره می شوند، ب وریکه صفحات که ابتمدا عممود بمرهم بودنمد، دیگمر عممود بمرهم

نصواهند ماند. ب ور کلی در طول حرکت سیال یک ذره سیال، ممکن است دسمتصوا ترکیبمی از انتقمال، چمرخش، و تغییمر 

 شکل خ ی یا زاویه ای را همراه داشته باشد.

در شکل شرح داده شده اند. برای یک جریان سه بعدی، حرکات  xyاین چهار شکل از حرکت سیال، برای حرکت در صفحه 

 نمایش داد. برای حرکات فق  انتقالی و فق  چرخشی، ذره سیال شمکلش را yzو  xzمشابه از ذره را می شود در صفحات 

قبل می  ثر انتقال و چرخش تنش برشی بوجود نمی آید. همان ور که ازحفظ می نماید، و ذره تغییر شکل ندارد. بنابراین برا

 دانیم تنش برشی مستقیماً نسبتی از مقدار تغییر شکل زاویه است.

 در شکل زیر تفاوت چرخشی و غیر چرخشی گرفتن سیال نشان داده شده است. 

 
 

 

 

 

a 

b 
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 سیال در یک میدان سرعتی ) دارای سرعت ( شتاب یک ذره
 صورت مسئله بشکل زیر می باشد:

aداده شده است، شتاب ذره سیال ) V =V(  x , y , z , t میدان سرعتی بصورت ) p
 ( را پیدا کنید.  
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ی و دارای سمرعت می باشمد  z,y,x، ذره در موقعیت tحال حرکت در میدان سرعتی را در نظر بگیرید. در زمان یک ذره در 

 می باشد. tمرتب  با مصتصات آن نق ه در فضا و 

 (x , y , z , t )V  =V p
t


 

            

                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ارای دحرکت نموده است و  dx  +x , dy +y  ,   dz  +z، به موقعیت جدید با مصتصات dt  +tدر زمان 

 سرعتی بصورت زیر می باشد.

 

 ( dt  + t , dz  +z , dy  +y , dx  +x  ) V
PV

dtt






 

 

r) موقعیمت  tسرعت ذره در زمان  این وضعیت در شکل بصورت تصویری نشان داده شده است.
  بما )

),,,( tzyxVVP


  داده شده است. پس مقدارPVd


r، مقدار تغییر در سرعت ذره که از موقعیت  

  بهdr  +

r ا راب ه زیر بیان می شود:جابجا شده ب 

 

dt
t

V
dz

z

V
dy

y

V
dx

x

V
Vd pppP






















 

 

 شتاب کلی ذره می شود :

t

V

dt

dz

z

V

dt

dy

y

V

dt

dx

x

V

dt

Vd
a

pppP
p






















 

 

y 

 

 

 

 

x 
 

 

 

 
z 

 

 

 

 

r

 حركت یک ذره سیال در یک جریان

 مسیر ذره

r+dr 
                 t + dtذره در زمان          

 tر زمان ذره د
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 از آنجایی که :

u
dt

dx p
             ،v

dt

dy p
           ،w

dt

dz p
 

 

 پس :

t

V

z

V
w

y

V
v

x

V
u

dt

Vd
a P

p





















 

 

داشته باشیم که محاسبه شتاب یک ذره سیال در یک میمدان سمرعتی، نیماز بمه راب مه  برای اینکه بصاطر

مشتق ویژه ای دارد، می توانیم آن را بصورت سمبلیک با راب ه 
Dt

VD  .نشان دهیم 

 بنابراین :

t

V

z

V
w

y

V
x

x

V
ua

Dt

VD
p





















 

 این مشتق را معمولاً مشتق ذاتی یا مشتق ذره می نامند.

 این معادله در می یابیم که یک ذره سیال که در یک میدان جریان حرکت می کند، ممکمن اسمت بمه دو از 

علت شتاب گیرد. ممکن است شتاب گرفتن سیال ناشی از منتقل شدن سیال به یک من قه با سرعت بمالا ) 

تمابع زممان  یا پائین ( باشد. برای مثال در جریان ماندگار درون یک نازل، که برحسمب تعریمف، سمرعت

نیست، یک ذره سیال ضمن عبور از نازل شتاب می گیرد. که در آن ذره به یمک من قمه بما سمرعت زیماد 

 انتقال می یابد.

بلی ق( علاوه بر شتاب  Localاگر یک جریان غیر ماندگار باشد، ذره سیال دستصوا یک شتاب مکانی ) 

 شد، چون سرعت تابع زمان می باشد.خواهد 

 فی یکی اج اء معادله فوق بصورت زیر می باشند. ب ور کلی مفهوم

 

                          
t
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z

V
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


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



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







  

 

 شتاب انتقالی            شتاب موضعی                                                                                         

 

بصورت یک راب ه برداری نوشته شمود.  ی ممکن است با بکار بردن عملگر شیب برداری، شتاب انتقال

 بنابراین:

VV
z

V
w

y

V
v

x

V
u ).( 













 

 شتاب كلي یك ذره
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 بنابراین معادله شتاب یک ذره ممکن است بصورت زیر نوشته شود:

 

     
t

V
VVa

tD

VD
p




 ).(






  

 

),,(ریان دو بعدی، که  برای یک ج tyxVV  : است، معادله فوق کاهش می یابد به 
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),(برای یک جریان یک بعدی، که  txVV


  .است، معادله فوق می شود 
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 یر خواهد شد:در نهایت برای یک جریان ماندگار سه بعدی معادله بشکل ز
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که ل وماً صفر نیست. بنابراین یک ذره سیال حتی در یمک میمدان سمرعتی مانمدگار، ممکمن اسمت براثمر 

 حرکتش دستصوا یک شتاب انتقالی شود.

معادلی کلی شتاب، یک معادله برداری است و مثل همه معادلات برداری ممکن است بصورت مولفه همای 

 ، اج اء معادله شتاب بصورت زیر نوشته می شوند:xyzته شود. در یک سیستم مصتصات ج یی نوش
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در مصتصمات اسمتوانه ای و  V)(اج اء شتاب در مصتصمات اسمتوانه ای بما اسمتفاده از راب مه سمرعت 

 تفاده از رواب  مناسب، بصورت زیر استصراج می گردد.اس
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در این بصش، معادله شتاب برای یک ذره سیال در هر مکان میدان جریان بدست آمد. ایمن روا بدسمت 

، لاگرانو ره گوینمد. در یمک روا دیگمر بنمام روا برای تعیین شتاب یک ذ اولرآوردن شتاب را روا 

حرکت ) مکان، سرعت و شتاب ( ذره بصورت تابعی از زمان شرح داده می شود. در مثمال زیمر ایمن دو 

 روا تعیین شتاب توضیح داده شده اند.

 

 لاگران و  اولرمثال : محاسبه شتاب ذره به روشهای 

عبوری از یک کانمال همگمرا ) م مابق شمکل زیمر ( فمرض  یک جریان دو بعدی، ماندگار، غیر قابل تراکم 

i( با راب ه  xنمائید. سرعت در خ  مرک ی افقی ) محور 
L

X
VV ˆ11 








  داده شده است. برای یمک ذره

که در حال حرکت در مسیر خ  مرک ی است، شتاب را پیمدا کنیمد. اگمر از روا توضمیح مکمانیکی ذره 

tfxp)(تابعی از زممان ممی باشمد،   = 0t در زمان  0x، واقع شده در استفاده کنیم، موقعیت ذره
  .

مشتق گیری دوم از تابع نسبت به زمان، یک راب ه برای بدست آورید و سپس با  f ( t )راب ه ای برای 

 بدست آورید. xشتاب ذره در جهت 
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                                   Lx 

2
               0
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 مثال :

 داده ها : جریان ماندگار دو بعدی، غیر قابل تراکم عبوری از یک کانال بشکل همگرا 


 i
L

x
VV  هاxروی محور  1)1(

 خواسته ها : 

  xالف : شتاب یک ذره در حال حرکت در طول محور 

 ، یک راب ه پیدا کنید. t = 0و در   x = 0ب : برای ذره واقع شده در 

x( موقعیت ، 1) p
 ، بصورت تابعی از زمان  

axpشتاب ) x( مولفه 2)
 ( بصورت تابعی از زمان  

 

 راه حل :

 شتاب یک ذره که در حال حرکت در یک محی  سرعتی است، با راب ه زیر بیان می شود.
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 ، با راب ه زیر بیان می شود: xمولفه شتاب در جهت 
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x  ،0برای هر ذره روی محور  wv   1)1(و
L

x
Vu   بنابراین 
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V




           گروه سازه های هیدرولیکی دانشکده مهندسی علوم آب                                          ودینامیکدرسی هیدرجزوه  - قمشیمهدی 

 37 

 

)1()1(
2

11
1

L

x

L

V

L

V

L

x
V

x

u
u

Dt

Du





 

Dt
DV 

 

 

ون جریان، فق  باید موقعیت ذره را در نتیجه فوق جایگ ین برای تعیین شتاب یک ذره در هر نق ه در

 نمائیم 

 

د( که تعریف می شو  t = 0در  x = 0در قسمت دوم مسئله، ما در تعقیب یک ذره منفرد ) که با موقعیت 

 درون کانال جریان دارد می باشیم.

tfx)(که موقعیت این ذره را نشان می دهد تمابعی از زممان ممی باشمد،  xمصتصات  p   ،مضمافاً اینکمه

dt

df
u p   تابعی از زمان می باشد. ذره، بسته به موقعیمت آن دارای سمرعتی درون میمدان سمرعتی ممی

1Vuاست، و سرعت آن برابر با   = 0x، ذره در   = 0t باشد. در  p   ،می باشد. با گتشت مدت زممانt  ،

12Vuدر آن لحظه ذره سرعتی برابر   x = Lت خروجی می رسد، ذره به قسم p   خواهمد داشمت. بمرای

tfx)(یافتن راب ه  p  نویسیم :، می 

)1()1( 11
L

f
V

L

x
V

dt

df

dt

dx
u

p

p  

 با جدا کردن متغیرها داریم :

 dtV

L

f

df
1

)1(





 

fxp، این ذره در tواقع شده بود، و در زمان   = 0x ، ذره در موقعیت   = 0tاز آنجایی که در 
  واقع

 شده است، بنابراین؛

             


f t

dtV
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 و 
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ئه خواهد ، بصورت تابعی از زمان بوسیله راب ه زیر ارا t = 0در  x = 0پس موقعیت ذره ، واقع شده در 

 شد.

  


x p                                                                          
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 1)(
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 شتاب این ذره، بوسیله راب ه زیر بدست می آید.  xمولفه 
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 بود، دو راه مصتلف برای بیان شتاب داریم.  t = 0در   x = 0اکنون برای ذره که در موقعیت 

هر چند جریان ماندگار اسمت، امما وقتمی یمک ذره بصصمو  را تعقیمب ممی نممائیم،  قابل توجه است که

 موقعیت و شتاب ) و سرعت ( آن تابع زمان می باشند.

 آزمایش می کنیم تا ببینیم که آیا هر دو راب ه برای شتاب نتایج یکسانی ارائه می کنند :  
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 سیال شرح داده است.را برای حرکت یک ذره  لاگران و  اولراین مسئله، روشهای 

 چرخش سیال

 

، یک ذره سیال، بصورت متوس  سرعت زاویه ای دو خ  عمود بر هم از ذره در یک صفحه چرخش، 

قائم تعریف می شود. چرخش یک کمیت برداری است. یک ذره در حال حرکت در یک جریان سه بعمدی، 

 کند. بنابراین بصورت کلی :ممکن است حول همه محورهای مصتصات چرخش 

 

zyx kji 


 
 

ممی  zچمرخش حمول محمور  zو  y، چرخش حمول محمور  x  ،yچرخشی حول محور xکه در آن 

آوردن یمک راب مه باشند. مقدار مثبت چرخش بوسیله روا دست راست بیان ممی شمود. بمرای بدسمت 

در نظر گرفتمه ممی شمود. مولفمه همای  xyریاضی برای چرخش سیال، حرکت یک ذره سیال در صفحه 

نشان داده می شود. چمرخش یمک ذره  v( x , yو )  u(  x , yسرعت در هر نق ه درون جریان بوسیله ) 

 سیال در چنین جریانی در شکل شرح داده شده است.
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بمه انمدازه نشمان داده شمده در شمکل  tدر صمورتی در فاصمله زممانی  obو  oaدو خ  عمود برهم، 

 متفاوت باشند. oبا سرعت در نق ه  bو  aچرخش می نمایند که سرعتها در نقاط 

 را در نظر بگیرید. xبا طول  oaابتدا چرخش خ  

در نق مه  yاست. اگر مولفه سرعت در جهت  yن خ ، بدلیل تغییرات در مولفه سرعت در جهت چرخش ای

o  0باv  داده شده باشد، پس می توان مولفه سرعت در جهتy  و نق مهa  را بما اسمتفاده از سمری همای

 تیلور بصورت زیر نوشت :
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 که :از آنجایی
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نتیجه می شود، اگر مولفه سرعت در  x، از تغییرات مولفه سرعت در جهت  y، با طول  obچرخش خ  

بما اسمتفاده از سمری همای  bدر نق ه  xبیان شود. پس مولفه سرعت در جهت  0uبا  oدر نق ه  xجهت 

 تیلور بشکل زیر می تواند نوشته شود.
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 که :از آنجایی
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بکار رفته است. م ابق علامت قمراردادی کمه انتصماب کمرده ایمم،  obعلامت منفی برای مثبت در آمدن  )

، برابر مقمدار zدوران در جهت مصالف حرکت عقربه ساعت مثبت میباشد.( دوران ذره سیال حول محور 

 ی باشد. بنابراین:م xy، در صفحه  obو  oaمتوس  سرعت زاویه ای دو خ  عمود برهم 
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به روا مشابه می توان نشان  xzو  yzبا در نظر گرفتن چرخش یک جفت خ  عمود بر هم در صفحات 

 داد که :
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 مقدار نشان داده شده در کروشه را می توانیم بصورت زیر بنویسیم :

 

VVCurl 


 
 

 

 پس ، در نمادهای برداری می توانیم بنویسیم :
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 در چه شرای ی می توانیم انتظار جریان غیر چرخشی داشته باشیم ؟؟ 

رون یک جریان نمی توانمد براثمر عممل نیمروی داخلمی یما یک ذره سیال در حال حرکت بدون چرخش، د

نیروهای س حی )فشار( شروع به چرخش نماید. ایجاد چرخش در یک ذره سیال، که ابتداً بدون چرخش 

که تنش برشمی، نسمبتی از مقمدار تغییمر است، نیاز به عمل نیروی برشی روی س ح ذره دارد. از آنجایی

ه بدون چرخش بدون تغییمر شمکل زاویمه ای هم ممان ، نممی توانمد شکل زاویه ای ذره می باشد، یک ذر

 شروع به چرخش نماید.

تنش برشی، به مقدار تغییر شکل زاویه ای ناشی از ل جمت ارتبماط دارد. وجمود نیروهمای ل وجتمی ممی 

 رساند که جریان چرخشی می باشد.

نیروهمای ل جتمی در آن  حالت بدون چرخش، ممکن است در مناطقی از جریان قابل فرض باشد کمه اثمر

مکانها قابل صرفنظر باشد. ) برای مثال در جریان سیال روی یک س ح جامد، چنین من قمه ای خمارج از 

 لایه های مرزی وجود دارد.(

 ، که دو برابر چرخش می باشد، می توان نوشت : ،  ( Vorticityگردابه ) با تعریف 

V


  2 
 

Vorticity ) باشمد. در یک روا اندازه گیری از چمرخش یمک ذره سمیال در حمال حرکمت ممی ) گردابه

 مصتصات استوانه ای، گردابه برابر است با :

)
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  Circulationسیرکولاسیون 

 

،که با   سیرکولاسیون  gamma capital  ، شان داده می شود، بصورت انتگرال خ ی مولفه های ، ن

 سرعت مماسی حول یک منحنی بسته ثابت در جریان تعریف می شود.


c

sdV


. 

sdکه در آن 
  بردار ، طولds  مما  بر منحنی است ، عدد مثبت، مربوط به مسمیر خملاف عقربمه همای ،

ست. راب ه بین سیرکولاسیون و چرخش می تواند با در نظر گرفتن ذره سمیال ساعت در اطراف منحنی ا

 شکل قبل بدست آید. این ذره در شکل زیر مجدداً نشان داده شده است.

 

 

 

 

 

 
 

شده، در  تغییرات سرعت نشمان داده 

 برگیرنده مقادیر مشصص کننده دوران می باشند.

 

 :oacbبرای منحنی بسته 

yvxy
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u
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v
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 ر بسته سیرکولاسیون در اطراف یک مدامعادله فوق، بیانگر تئوری استوکس در دو بعد است. بنابراین ، 

closed contour ) ( برابر جمع گردابه )Vorticity  .درون آن است ) 

 ورتکس آزاد و غیر آزادمثال : جریانهای 

 یک میدان جریان با حرکت کاملاً مماسی )خ وط جریان دایره ای ( در نظر بگیرید: 

 

0rV                 و)(rfV  

 

. ) ورتکس اجباری ( را ارزیابی نمائید  rigid – bodyچرخش ، گردابه و سیرکولاسیون برای دوران 

ال تا به گونه ای انتصاب شود که جریان غیر دورانی باشد ) ب ور مث  f( r )ن دهید که ممکن است نشا

 ورتکس آزاد تشکیل شود ( .

 

 مثال 

 داده ها : میدان جریان با حرکت مما  ) دایره ای ( 

)(,0 rfVVr   
 

 خواسته ها 

 اری )الف ( چرخش ، گردابه و سیر کولاسیون برای ورتکس اجب

 را بدست آورید .  f( r )) ب ( برای یک جریان غیر چرخشی ) ورتکس آزاد ( 

 راه حل :

 معادلات اساسی: 

V


  2 
 

 می باشند. z، مولفه های چرخش و گردابه تنها در جهت  rبرای حرکت در صفحه 


 
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

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
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z

V

rr

rV
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11
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 

 

است ، این معادله به 0rVط این جریان، چون در تمام نقا
r

rV

r
z

z 


 

1
 کاهش می یابد. 2

rV)الف( برای دوران با بدنه جامد                          

 پس :
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 مقدار سیرکولاسیون می شود :

 
A

z

c

dAsdV 2.


 

ثابت   ایی که از آنج  z  مقدار سیرکولاسیون پیراممون همر ممدار کنتمور بسمته، بوسمیله راب مه ،

A2  داده می شود که در آنA  مساحت کنتور بسته می باشد. در نتیجمه بمرای حرکمت درون یمک

ه ستند و مقدار سیرکولاسیون وابسته بجداره جامد ) ورتکس اجباری ( ، مقادیر چرخش و گردابه ثابت ه

 مقدار س ح محصور توس  کنتور می باشد. 

0            )ب ( برای جریان غیر چرخشی 
1





rV

rr
 

 با انتگرال گیری خواهیم داشت: 

یا                                  rVثابت =             
r

c
rfV  )( 

 . مقدار سیرکولاسیون برای هر مسیر :Vان ، مبداء یک نق ه می باشد که در آن برای این جری

Crd
r

c
sdV

c

 2.

2

0

 


 

 مقدار سیر کولاسیون در اطراف هر کنتور که شامل نق ه مبداء نباشد، صفر می باشد.
 

 

 تغییر شکل سیال

ییر در زاویه بین دو خ  عممود بمرهم رسمم شمده در تغییر شکل زاویه ای در یک ذره سیال، مستل م تغ

سیال است. م ابق شکل، مشاهده می شود که مقدار تغییر شکل زاویه ای ذره سیال، برابر کاهش زاویمه 

 می باشد. مقدار تغییر شکل زاویه ای بوسیله راب ه زیر بیان می شود. obو  oaبین دو خ  

dt

d

dt

d

dt

d 
 
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 برابراست با : xyهم مان ، مقدار تغییر شکل زاویه ای در صفحه 

 

y

u

x

v

dt

d

dt

d

dt

d











 

 

در  تنش برشی، به مقدار تغییر شکل زاویه ای درون سیال ارتباط دارد. در یک سیال ل ج ) حقیقی ( ) کمه

ن میدان جریان بعید است که آن گرادیان سرعت وجود دارد (، درو
x

v



  برابمر و بما علاممت مصمالف
y

u



 

 باشد. وجود نیروهای ل جتی بمعنی این است که جریان دورانی است.

 محاسبه تغییر شکل زاویه ای برای یک میدان جریان ساده در مثال زیر شرح داده شده است.

 

 جریان ل ج  چرخش در یک –مثال 

یک جریان ل ج در فاصله بین دو صفحه موازی ب رگ در شکل نشان داده شده است. توزیمع سمرعت در 

iفاصممله کوچممک بممین دو صممفحه بمما راب ممه 
h

y
UV ˆ)(  داده شممده اسممت. کممه در آنsmmU 4  و

mmh 4  0. در زمانt =    دو خac  وbd  بصورتیکه نشان داده شده، در سیال علاممت گمتاری شمده

 ید.و برای مقایسه آنها را رسم نمائ t = 1.5 sاند. تعیین کنید موقعیت نقاط علامت گتاری شده را در 

د مقدار تغییر شکل زاویه ای و مقدار دوران یک ذره سیال را در این میدان سرعتی حساب کنیمد. در ممور

 هید.نتایج بدست آمده نظر بد

 

 
 

 مثال

i  داده ها: میدان سرعتی
h

y
UV

s

mm
Ummh ˆ.4,4  

 علامت گتاری شده اند همان ور که نشان داده شده .  t=0ذرات سیال در زمان  

U 

h 
^

i
h

y
Uu 

 

3 

2 

1 

0 

y 

x 
4   3   2   1   0 

b(2, 3) 

c (3, 2) a (1, 2) 

d (2, 1) 
مشخص شده در  خطوط

  t=0     در سیال 
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 خواسته ها:

abcdالف( موقعیت نقاط   stدر   ,,, 5.1   .رسم شوند 

 ب( مقدار تغییر شکل زاویه ای

 ج( مقدار دوران یک ذره سیال

 د( نظریه در مورد اهمیت این نتایج

 

 ، بنابراین حرکت عمودی وجود ندارد. 0vراه حل : برای میدان جریان داده شده 

tuxسرعت هرنق ه ثابت باقی می ماند. لتا برای هرنق ه   در نق ه  .b
s

mmu ,3  بنابراین ، 

         mms
s

mm
b 5.45.13   

    
میلی متر حرکت ممی کننمد. لمتا ترسمیم موقعیمت نقماط در  d5.1،میلی متر و نق ه  3هرکدام  cو a نقاط

st 5.1 .می شود 

 
 

 
 

 مقدار تغییر شکل زاویه ای :

11
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1 
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 با:  مقدار دوران برابر است
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 جریان، چسبنده است. لتا تغییر شکل زاویه ای و دوران تواماً روی می دهد، شکل و وضعیت یمک ذره از

 .سیال هردو تغییر نمودند

U 

h 
^

i
h

y
Uu 

 

3 

2 

1 

0 

y 

x 

b 

c  a  

d

  

7   6   5  4   3   2   1   0 

á  ć 

b
a  

d 
a  

 t=1.5 s     خطوط در
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در طول تغییر شکل خ ی، از آنجایی که همه زوایا وضعیت خود را حفظ می کنند، شکل یک ذره سیال که 

ن ماند )همان ور که قبلاً در شمکل نشمار باقی میبوسیله زاویه در رئو  نشان داده می شود، بدون تغیی

نماید که ، در صورتی  تغییر می xداده شد(. اندازه ذره در جهت 
x

u



  صفر نباشد. بصورت مشابه، تغییر

نیاز به غیر صفر بودن yدر بعد 
y

v



 دارد و تغییر در بعدz  نیاز به غیر صفر بودن
z

w



 ،دارد. ایمن مقمادیر

xyzاج اء مقادیر کشش در جهات  را نشان می دهند. تغییر در طول وجوه ممکن است تغییر در حجمم  ,,

 ذره را سبب شود. لتا مقدار تاخیر حجم مکانی لحظه ای با راب ه زیر بیان می شود.

 

V
z

w

y

v 
.











x

u




مقدار تاخیر حجم 

 برای جریان غیر قابل تراکم، مقدار تاخیر حجم برابر صفر است.
 

 

 

 

 cornerمثال: مقدار تغییر شکل برای جریان در یک گوشه 

jAyiAxVمیدان سرعت       ˆˆ 


باشد، همان ور که در مثمال خ موط  میcornerبیانگر جریان در یک    

 جریان نشان داده شد.

است را در نظر بگیریمد و مصتصمات  نیم  بما متمر انمدازه گیمری ممی شموند.  1s  3.0Aحالتی را که 

علامتگتاری شده اسمت. تعیمین  یک مربع در سیال 0tهمان ور که در شکل نشان داده شده،  در زمان 

mxبمه  aثانیمه، نق مه   کنید موقعیت جدید نقاط چهار گوشه را وقتی که بعمد از  
2

3
  جابجما شمده

dcbaتعیمین کنیمد. سم ح ,xyباشد. مقدار تغییر شکل خ ی را در جهمات    در زممانt  را باسم ح

abcd  0در زمانt .مقایسه نمائید و در مورد نتایج نظر دهید 

 داده ها: 

  jAyiAxV ˆˆ               1؛s  3.0A xy,  به متر 

 خواسته ها:

با  aدر موقعیت    aوقتی که    tالف: موقعیت مربع در زمان 
2

3
x    .متر است 

 تغییر شکل خ یب: مقدار 



           گروه سازه های هیدرولیکی دانشکده مهندسی علوم آب                                          ودینامیکدرسی هیدرجزوه  - قمشیمهدی 

 50 

dcbaج: مقایسه س ح    با س حabcd  

 د: نظر در مورد نتایج بدست آمده

 
 

 

 نمائیم. پس : را بیابیم، بنابراین باید ذره سیال را با بکارگیری روا لاگرانژ تعقیب راه حل : ابتدا باید 
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 می شود: τمصتصات نقاط در زمان 

 

t = τ t = 0 نق ه 

(3/2, 2/3) (1, 1) a 
(3/2, 4/3) (1, 2) b 

x 

y 

2 

 

 

1 

 

 

0 

 

 

b (1, 2) c (2, 2) 

d (2, 1) a (1, 1) 

مربع  مشخص شده در 

t=0 

          0                1                 2 
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(3, 4/3) (2, 2) c 
(3, 2/3) (2, 1) d 

 

 

 
 مقدار تغییر شکل خ ی :

13.0در جهت  
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xx

u
x 

 

)(y   13.0در جهت   








sAAy

yy

v 

 

 مقدار )چولگی ( ، تغییر در حجم می شود:

 

0. 








 AA

y

v

x

u
V


 

 
21 m   233)(3234(1,= س ح( 2m abcd  س ح =dcba   

 

بل ذکر است که صفحات موازی بصورت موازی باقی می مانند، تغییر شکل خ ی وجود دارد اما تغییر قا

شکل زاویه ای نصواهیم داشت. مقدار تغییر شکل خ ی در دو جهت مساوی و با علامت مصمالف هسمتند، 

 لتا س ح من قه علامت گتاری شده تغییر نصواهد کرد.

 

x 

y 

2 

 

 

1 

 

 

0 

 

 

b (1, 2) c (2, 2) 

d (2, 1) a (1, 1) 

 t=0در 

          0                1                 2               3  

t = τ b 

a 

c 

d  
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وران، دسرعتی دارای همه اطلاعات مورد نیاز برای تعیین شتاب،  در این بصش، نشان داده شد که میدان

 و تغییر شکل یک ذره در جریان می باشد.

 
 

 مومنتم ) اندازه حرکت (  

 

یمد. معادله دینامیکی بیان کننده حرکت سیال، بوسیله کاربرد معادله دوم نیوتن برای یک ذره بدست می آ

ت نتم، باید قانون دوم نیموتن را بمرای یمک ذره سمیال بینهایمبرای استصراج شکل دیفرانسیلی معادله موم

 بکار ببریم. dmکوچک، با جرم 

 بیاد داریم که قانون دوم نیوتن برای یک سیستم محدود بوسیله راب ه زیر بیان می شود.

 

 

systemdt

pd
F 







 

 

pدر این راب ه مومنتم خ ی، 
 :سیستم بوسیله راب ه زیر بیان می شود ، 

 )( جرمسیستم
Vdm سیستم =p 

 

 ود.، معادله دوم نیوتن می تواند بصورت زیر نوشته ش dmپس برای یک سیستم بینهایت کوچک با جرم 

سیستم
dt

Vd
dmFd 











  

 

یمک میمدان سمرعتی در حمال  ، که درdmبا داشتن معادله بدست آمده برای شتاب یک ذره سیال با جرم 

 حرکت است، می توانیم معادله دوم نیوتن را بصورت معادله برداری زیر بنویسیم:

 






























t

V

z

V
w

y

V
V

x

V
udm

Dt

VD
dmFd




 

 

Fdحال نیاز است که یک فرمول مناسب برای نیرو ، 


xdF  ،yz، یا مولفه های آن ،   dFdF وارده بر  ,

 ذره را بدست آوریم .
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 نیروی وارده بر یک ذره سیال 

 

 ( و surface forcesبیاد داریم که نیروهای وارده بر یک المان سیال، ممکن است به نیروهای سم حی ) 

 ( تقسیم بندی شود. body forcesنیروهای ذاتی ) 

 برشی ( می گردد.نیروهای س حی، شامل هر دو نیروهای نرمال و نیروهای مماسی )

dzdydxdو حجمم  dmنیروی وارده بمر یمک ذره دیفرانسمیلی بما جمرم  xما باید مولفه    را در نظمر

 xاثر می نماید، باعث ایجاد نیروهای س حی در جهمت  xبگیریم. تنها آن دسته از تنش هایی که در جهت 

xx  ،ندازه می شوند. اگر تنش ها در مرک  المان دیفرانسیلی به ا yxzx
داده شده باشند ، می توان  ,

بر همه وجوه المان ) این مقادیر بوسمیله کماربرد بسم  سمری همای تیلمور  xمقدار تنش وارده در جهت 

 .اند ( ، را م ابق شکل زیر نشان دادپیرامون مرک  المان بدست آمده

 
 

 
 

dzdx
dy

y

yx

yx )
2

(







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را  x، باید نیروهای در جهت x ،sxdFن مقدار خالص نیروی س حی )خارجی( در جهت برای بدست آورد

 باهم جمع نمود. بنابراین :

dydx
dz

z
dydx

dz

z
dzdx

dy

y

dzdx
dy

y
dzdy

dx

x
dzdy

dx

x
dF

zx
zx

zx
zx

yx

yx

yz

yx
xx

xx
xx

xxsx

)
2

()
2

()
2

(

)
2

()
2

()
2

(

















































 

 

 با ساده کردن خواهیم داشت :

 

dzdydx
zyx

dF zxyxxx

sx 




























 

 

gنی بر واحد جرم وقتی که نیروی ثقل، تنها نیروی درونی وارده باشد، پس نیروی درو
 .میباشد 

 ، بوسیله راب ه زیر ارائه می گردد.x  ،xdFمقدار نیروی خالص در جهت 

 

dzdydx
zyx

gdFdFdF zxyxxx
xSXBXx 



























 

 

 می توان بدست آورد . z , yبه روا مشابه رواب  مشابه ای برای مولفه نیرو در جهت های 

 

dzdydx
zyx

gdFdFdF
zyyyxy

ySYBYy 





























 
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dzdydx
zyx

gdFdFdF zzyzxz
zSZBZz 



























 

 

 معادله دیفرانسیلی مومنتم

 

xyzرواب  مولفه های  dFdFdF اسمتصراج گردیمد. اگمر  dmنیروی وارده بر یک المان به جرم  ,,

دلات ) که قبلاٌ بدست آمدنمد( جمایگ ین شموند، معما z , y , x این معادلات، در مولفه های نیرو در جهات 

 لی حرکت را بدست خواهیم آورد.دیفرانسی
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
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





























z

w
w

y

w
v

x

w
u

t

w

zyx
g zzyzxz

z 


 

 

 معادلات فوق معادلات دیفرانسیلی حرکت برای هر سیال میباشند.

 قبل از بکارگیری این معادلات برای حل مسائل، باید رواب  مناسبی برای تنش ها برحسب سرعت و فشار

 ت آید. بدس

 

 

 سیال نیوتنی : معادلات ناویراستوکس 

 

برای یک سیال نیوتنی، تنش ناشی از ل جت، نسبتی از مقمدار تغییمر شمکل زاویمه ای اسمت. در دسمتگاه 

 مصتصات مست یلی، تنش ها ممکن است با گرادیان سرعت ها و خوا  سیال بصورت زیر بیان شوند.

 

 




















z

v

y

w
zyyz  




















y

u

x

v
yxxy 



           گروه سازه های هیدرولیکی دانشکده مهندسی علوم آب                                          ودینامیکدرسی هیدرجزوه  - قمشیمهدی 

 56 

 







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









x
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xzzx  

 

x

u
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  2.
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Vpyy
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
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z

w
Vpzz




  2.

3

2 
 

 فشار ترمودینامیک موضعی است. pکه در آنها 

ه ممی اگر این معادلات در معادلات دیفرانسیلی حرکت )معادلات قبلی( قرار داده شوند، معادلات زیر نتیجم

 شوند.
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ل معادلات فوق، به نام معادلات ناویراستوکس نامیده می شوند. اگر این معادلات بمرای جریمان غیمر قابم

 تراکم با ل وجت ثابت نوشته شوند، بسیار ساده خواهند شد. 

 در این حالتها، معادلات بشکل زیر خواهند شد.
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( باشد، معادلات حرکت ) ناویر استوکس(،  به معادله اولر  0برای حالتی که جریان بدون اص کاك ) 

 کاهش می یابد:
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
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 دی تنش های عمو

X

X
xx

A

F




 lim 

 مولفه عمودی تنش، شامل تنش حاصل از ل وجت و فشار ترمودینامیکی است.

تنش های عمودی ل وجت، خود توابع خ ی از سرعتهای تغییر شکل خ ی هسمتند و بنمابراین در 

 حالت کلی می توان نوشت: 
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  که تنش اصلی است، برابر است با : ضرایب ثابت اند و  ,,

 

 zzyyxx  
3

1 

 است ( p) در اغلب سیالات 

چون سیالات یکسانگرد فرض می شوند، باید 
y

v


  و
z

w


 سمبت مسماوی در بمه نxx  مموثر

باشند، یعنی   باید با هم مساوی باشند، پس اگر فرض کنیم: ,

 

  
 خواهیم داشت :

  pV
x

u
xx 




 . 

اگر مقدار    را برابر2 م، خواهیم داشت :فرض کنی 

pV
x
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 همان ضریب ل وجت سیال و ،  ضریب دوم ل وجت است که مقدار آن نی  برای گازها برابر


3

 در نظر گرفته می شود. 2

 را به شکل زیر نوشت. به طریق مشابه می توان سایر مولفه های تنش عمودی

 

z

w
Vp

y

v
Vp

x

u
Vp

zz

yy

xx






















2.
3

2

2.
3

2

2.
3

2







 

 

x 

x

u




 

x 

y 

y

u




 

u 



           گروه سازه های هیدرولیکی دانشکده مهندسی علوم آب                                          ودینامیکدرسی هیدرجزوه  - قمشیمهدی 

 59 

 
 

 مثال
ه ازی دیواررا مو استوكس را برای جریان درون یک كانال مستطیلی افقی ساده نمائید. خطوط جریان-معادلات ناویر

 را در جهت جریان در نظر بگیرید. )شکل زیر( xها فرض نموده و محور 

 

 
 :راه حل

بقاء جرم برای  v=w=0سرعت صفر نیست. با توجه به اینکه  xاگر خطوط جریان موازی دیواره ها باشند تنها مولفهٌ 

 جریان غیر قابل تراكم خواهد شد

 ( . رابطه شتاب خواهد شدx,y)u=uبا توجه به اینکه 
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 استوكس( بشکل زیر ساده خواهد شد-معادله مومنتم )ناویر xپس مولفه  

 

 

 یا  

 

 

 د.شاگر جریان ماندگار نیز باشد اجزایی از معادله كه تغییرات نسبت به زمان دارند صفر خواهند 

 با داشتن شرایط مرزی مناسب و شرایط اولیه، معادله فوق قابل حل میباشد.
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 خیصه موضوعات فصل

 

 شکل دیفرانسیلی معادله بقاء جرم -1
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 ارائه معادله ریاضی برای یک میدان سرعت، تعیین کردن میدان یک جریان که غیرقابل تراکم باشد. -2
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ارائه یک مولفه سرعت در یک میدان جریان دو بعمدی، ارزیمابی مولفمه دیگمر بمرای جریمان مانمدگار  -3

 غیرقابل تراکم 

 مثلاً :

jAyiAxV

vAxu

ˆˆ

?




 

برای یک میدان جریمان دو بعمدی، تعیمین تمابع جریمان بما داشمتن میمدان  تعریف تابع جریان،  -4

 دان سرعتی با داشتن تابع جریان سرعت، تعیین می
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 سرعتی  تعیین شتابهای کلی، انتقالی و موضعی برای یک ذره سیال متحرك در یک میدان -5
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یدان ران، تغییر شکل خ ی و زاویه ای برای یک ذره سیال متحرك در یک مشرح تعاریف، انتقال، دو -6
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 سومفصل 

 های توربولانتای بر جریانمقدمه
لی نکس و لامدهد )تدر طبیعت و در کاربردهای مهندسی در بسیاری از حالات جریان توربولنت رخ می

صات های متلاطم دارای این مشص( تعریف جریان متلاطم )توربولانت( کار مشکلی است اما جریان1977

 هستند.

ماری آبی قاعدگی: بی قاعدگی یا تصادفی بودن از لحاظ زمانی و مکانی )ما را نیازمند روشهای  .1

 نماید(می

-که از مشصصات مهم این جریان ایجاد پصشیدگی: اختلاط سریع حرارت، اندازه حرکت و ماده .2

 گردد.هاست و باعث ادامه حیات می

ز ناپایداری در ابعد  Reدهد. تلاطم با بالارفتن عدد رینالدز بالا: تنها در اعداد رینالدز بالا رخ می .3

 گیرد.جریان لامینار شکل می

 نوسانات سه بعدی ورتیسیتی: چرخشی شدن و سه بعدی شدن جریان .4

 ف انرژی جنبشی ناشی از تلاطم. تلاطم نیازمند مصرف انرژی است.اتلاف انرژی: اتلا .5

 کند.های کوچک نی  از قوانین پیوستگی تبعیت میپیوستگی: تلاطم حتی در مقیا  .6

 ای از خود سیال.سیال است نه مشصصه جریانهای جریان: تلاطم یکی از ویژگی .7

 

 

 جریان در یک لوله

   عدد رینالدز                    (          1)                     


VD
R                      

 2100R   جریان لامینار                                                       

 4000R  جریانات توربولانت                                                       

 آزمایش رینالدز )الف(  و جریان لامینار )ب( و جریان توربولانت )ج( را نشان می دهد 1شکل 
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و نوع های لامینار و توربولانت کاملاً متفاوت است لتا تفکیک بین این دچون توزیع سرعت در جریان

  ریان در یک لوله را نشان)الف( سیستم دستگاه مصتصات را برای ج 2جریان بسیار مهم است. شکل 

ه ها، همان ور که نشان داده شده، در یک مجرای بسته سدهد. برای مثال جهت نشان دادن سرعتمی

یک سرعت برای هر کدام از سه جهت  -تواند وجود داشته باشدای مصتلف میمولفه سرعت لحظه

مان نی  سبت به سه جهت فضایی و زتوانند نها میمصتصاتی اصلی. علاوه بر این، هر کدام از این سرعت

. zVد: ای غیرصفر وجود داروابسته باشند. اگر جریان در یک لوله لامینار باشد، تنها یک سرعت لحظه

 2است و توزیع سرعت نی  سهومی است، همان ور که در شکل  rتنها تابع محور شعاعی  zVهمچنین ، 

ردد. تصراج گایم استواند با معادلاتی که قبلاً دیدهی)ب( نشان داده شده است. معادله این توزیع سرعت م

ال های سیبرای تحلیل تلاطم بهتر است روی ذرات سیال بحث شود. مشاهده شده که این ذرات در توده

-ردابشوند، این گدر حال حرکت تحت عنوان گرداب )ادی(، با ابعاد مصتلف به طور تصادفی جابه جا می

-یمنوسانات سریع و نامنظم سرعت در اطراف مقدار سرعت میانگین ایجاد ها در هر نق ه از جریان، 

 کنند.

غیرصفر هستند. مضافاً اینکه، هرکدام از  zVو  rV ،Vای اگر جریان توربولانت باشد هر سه سرعت لحظه

(. از zVو  rV ،Vهای )باشند. برای سرعتهت فضایی و زمان نی  میها تابعی از همه سه جاین سرعت

ای استصراج کرد. بنابراین، برای بدست آوردن سرعت محوری، برای یک توان معادلهمعادلات حرکت نمی
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را برای یک  zVای محوری )ج( سرعت لحظه 2شکل  لحظه خا ، باید از مقادیر تجربی بهره جست.

 دهد.جریان توربولانت در یک لوله نشان می

 
 zVدارد. برای ثبت  zVنوسانات تصادفی پیرامون سرعت متوس  محوری  zVای سرعت لحظه

دستگاههای نسبتاً غیرحسا  کافی  zVگیری بسیار حساسی نیاز است اما برای ثبت اندازه دستگاههای

مان )ج( در لحظة دیگری از ز 2است. اگر پروفیل سرعت در جریان توربولانت نشان داده شده در شکل 

)(ای متفاوت دیگری برداشت شود پروفیل لحظه zV جه خواهد شد. بنابراین سرعت متوس  محوری با نتی

تواند می zVای گیری و در صورت شناخت ارتباط( از سرعت لحظهخارج کردن تابع زمان )با انتگرال

رک  در یک نق ه خا  )مثلاً م Zبدست آید. تابع زمان با مشاهدة ارقام در محور مورد نظر یا جهت 

 را ملاحظه نمایید( قابل دسترسی است. 3عی از زمان )شکل لوله( بصورت تاب

کند. در جریان توربولانت پیرامون سرعت متوس  نوسان می zVم ابق آنچه گفته شد، سرعت محوری 

نواحی  شوند تا ذراتی که درب ور کلی، نوسانات از نظر مقدار کوچک هستند، اما این نوسانات سبب می

ابل رعت کم مق ع لوله با ذرات در حال حرکت در نواحی پر سرعت جابجا شوند. این پدیده در تقبا س

 هد.دخ میمانند( روضعیتی است که در جریان لامینار )که در آن ذرات در هر لایه در همان لایه باقی می
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ت های سرعپروفیل باشند که در خیلی ازنوسانات در جریان توربولانت دلیل اصلی وجود اختلاط می

 1شکل )شوند. همچنین دلیل پصش رنگ در لوله آزمایش رینالدز های لامینار مشاهده مینسبت به جریان

هت جباشد، برای هر دو جریان لامینار و توربولانت، حداکثر سرعت در )ج(( همین نوسانات سرعت می

های لامینار  توربولانت در د. ملاحظات مربوط به جریانده، در محور مرک ی مجرا رخ میmaxzVمحور، 

 اند.خلاصه شده 1جدول 

 
( سرعت مورد 1شود. )معادله برای تشصیص جریانهای لامینار و توربولانت از عدد رینالدز استفاده می

گیری از است. در اصل سرعت متوس  با انتگرال Vاستفاده در راب ه عدد رینالدز سرعت متوس  

-آید. این روال برای جریاندر کل س ح مق ع و تقسیم آن بر س ح مق ع بدست می zVای لحظه سرعت
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های لامینار، بینابین و توربولانت صحیح است. اگر معادله سرعت در دستر  نباشد آنوقت مقادیر 

حالت، )برای سیالات  ترینتجربی برای پیدا کردن سرعت متوس  مورد نیاز خواهد بود. در ساده

توان با داشتن دبی جریان و تقسیم آن بر س ح، سرعت متوس  را استصراج کرد. غیرقابل تراکم( می

A

Q
V  

 ح جریان توربولانت در یک لوله نشان داده شده است. اگر مقدار سرعت در هر نق ه از س 4در شکل 

سیلة و)الف( خواهد بود. اگر یک  4ری شود نتیجه مانند شکل گیمق ع با لوله استاتیک پیتوت اندازه

د )ب( خواه 4تر مانند سرعت سنج سیم داغ مورد استفاده قرار گیرد توزیع سرعت مانند شکل حسا 

 ای در هر نق ه حول مقدار متوس  نوساناتی تصادفی خواهد داشت.بود. سرعت لحظه

وارة لوله اگر دی 2100کمتر باشد. بالاتر از  2100لدز از دهد که عدد ریناجریان لامینار زمانی رخ می

-تواند حفظ شود و نوسانات وجود نصواهد داشت. هر عامل آشفتگی میصاف باشد جریان لامینار می

 یواره،دتواند سبب جریان توربولانت گردد. قابل ذکر است که برای جریان توربولانت، در نواحی ن دیک 

کند. معمولاً ایی که سرعت به سمت صفر است وضعیت جریان تفاوت میجریان تصادفی نیست. در ج

وله لنشان داده شده است. در من قه وس   5سه ناحیه در لوله قابل مشاهده است همان ور که در شکل 

 ار شکلجریان توربولانت توسعه یافتة کامل وجود خواهد داشت. در ن دیک دیوارة لوله زیر لایه لامین

ن قة مگیرد. بین این دو ناحیه ییکه قانون ل وجت نیوتنی وضعیت جریان را در دست میگیرد در جامی

 ارد.دحائل )بینابینی( وجود خواهد داشت که در آن اثرات هر دو وضعیت لامینار و توربولانت اهمیت 
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 ض کنیم باپردازیم. فر)ب( نشان داده شده می 4حال به بررسی ج ئیات نوسانات سرعت که در شکل 

ری گییک وسیله حسا  سرعت در یک نق ه از یک لوله که جریان توربولانت در آن جریان دارد اندازه

نشان داده شده است. دو سرعت قابل تشصیص  6شده است. نتیجه حاصله بصورت شماتیک در شکل 

، که بصورت تصادفی پیرامون zVای ، که مقدار متوس  است. و سرعت لحظهzVاست: سرعت متوس  

 تواند هموارسازی زمانی شده تا مقدار متوس  بدستای میمقدار متوس  نوسان دارد. سرعت لحظه

ای در یک فاصلة زمانی متوس  گیری شود مقدار آید. این بدین معنی است که اگر از سرعت لحظه

 ه تعریف داریم:سرعت متوس  نتیجه خواهد شد. با توجه ب

 

(2)                   

 

یری گ، انتگرال2ای تابع متغیر همة سه جهت فضایی و زمان است. با استفاده از معادله سرعت لحظه

 zVت ای تفاوتی به اندازه نوسان سرعنسبت به زمان را در اختیار داریم. سرعت متوس  و سرعت لحظه

 اضی به شکل زیر است.دارند. راب ة ری

                 (3) 

     

 خواهیم داشت: 2با جایگ ینی در راب ة 

zzz VVV 
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 یا 

 

 

 توان نوشت که متوس  نوسانات نسبت به زمان صفر است. یعنی :در نتیجه می

        (4) 

 

02شود که با دستکاری بعدی مشصص می 
zV  2است. جتر این مقدار

zV   معیاری از شدت نوسانات

zVتلاطم یا مقدار انحراف    ازzV گیری شده بصورت زیر تعریف است. مقدار شدت نسبی تلاطم اندازه

 شده است.

        (5                                                                 )     
V

Vz

2
 = شدت توربولانس

 

ها از باشد شدت آشفتگی )توربولانس( در جریان درون لولهمقدار متوس  زمانی سرعت می Vکه در آن 

تواند می (time-smoothing operation)متغیر است. به روا مشابه عمل هموارسازی  %10تا  1%

 نق ه که بر اثر جریان توربولانت نوسانات وجود دارد انجام گردد.  برای فشار در هر

توانیم هموارسازی را برای معادلات حرکت معروف به معادلات پیوستگی و ناویر استوکس حال می

VViدار مق iV)برای سیالات غیر قابل تراکم و با ل وجت ثابت( بکار بگیریم. برای انجام این کار بجای   

ppمقدار  pو بجای   دهیم.را در معادلات زیر در مصتصات کارت ین قرار می 
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ل تراکم نشان داده شد نتایج برای جریان توربولانت غیرقاب 2گیری همان ور که در معادلة با انتگرال

 ماندگار به شکل زیر خواهد شد:

 دله پیوستگیمعا

                         (6                                 ) 

 معادلات حرکت
 xمولفه  

                         (7        ) 

 

 

 

 

 yمولفه  

 

                        (8     ) 

  

 

 

 zمولفه        
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                    (9     ) 

 

 

 

های متوس  زمانی جایگ ین ادلات ناویر استوکس هستند با این تفاوت که سرعتاین معادلات مشابه مع

اند. علاوه بر این در این معادلات فشار متوس  زمانی استفاده شده است. در ای شدههای لحظهسرعت

شوند. این پارامترهای جدید )موکداً( به آشفتگی نوسانات نهایت، پارامترهای جدیدی نی  مشاهده می

نیرو در واحد س ح است. بنابراین بهتر است نمادهای  VVاند. دیمانسیون حاصلضرب وابسته سرعت

 زیر تعریف شوند.

 

                   (10)        

 

 

 رینالدزی هایتنشها معمولاً شود تعریف را ادامه داد. این ترمو به همین ترتیب برای سایر نمادها می

 باشند.شوند و بیانگر آشفتگی شار مومنتم میمینامیده 

 به شکل برداری معادلة پیوستگی و معادلات حرکت به شکل زیر خواهند شد.

 معادله پیوستگی 

                 (11)              0. V   

   

 معادله حرکت: 

 

                (12)   

 

 

VV  برداری و های متوسسرعت Vکه در آن   باشند. برای ها میتوربولانت نوسانات سرعت

ی هاهای مصتلف و بدست آوردن توزیع سرعت، نیاز است تا تنشدر جریان 9تا  6بکارگیری معادلات 

 مینار،کرنش )تغییر شکل زاویه ای( درون سیال مرتب  شود. برای جریان لا (strain)رینالدز به مقدار 

یابند: های برشی توس  قانون ل وجت نیوتن به مقدار کرنش ارتباط میتنش









dy

dVx
yx  برای .

 ای مشابه به شکل زیر بنویسیم:توانیم راب هتوربولانت جریان می
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               (13            )         
dy

Vd xtt
yx

)()(   

 

شود. به این ترتیب نی  خوانده می لزوجت ادیباشد، که ضریب ل وجت توروبولانت می t)(که در آن 

 شود:کل تنش برشی می
)()( t

yxyxyx   l
 

 

    
dy

Vd

dy

Vd xtx
yx

)(  

 

جت ادی )یا گردابه( است که ل و t)(ل وجت سیال است که نتیجه حرکت مولکولی است و  که در آن 

 اینکه نتیجه حرکت های ادی در جریان توربولانت است. از نظر فی یکی، این نوع حرکات دلالت دارد بر

 ست.اها همان ور که فعالیت ملکولی دلیل تنش ل وجتی است به همین ترتیب تنش توربولانت نتیجه ادی

 جریان توربولانت است. این مفهوم نتیجه نیمه تجربی م العات اخیر در خصو 

ی اه گونهها در هر سیال بتواند با فرض اینکه ادیدومین راب ه تجربی )که پیشنهادی پراندتل است( می

ه طول نمایند. براین اسا  نظریها اطراف خود در گازها حرکت میکنند که ملکولاطراف خود حرکت می

، از یک لایه مرزی که در قسمت 2yو  1yدو نق ه توضیح داده شده است.  7اختلاط ارایه شد که در شکل 

ابر اندازه را از هم دارند که بر lاند. این دو نق ه فاصله توربولانت یک جریان قرار دارند انتصاب شده

 ها است:متوس  ادی

l 21 yy  
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توان استدلال نمود هستند. می 2xVو  1xVبرابر  2yو  1yهای هموار سازی شده زمانی مربوط به سرعت

 که 

 توجه:

Vutدر رابطه     پرانتل چنین استدلال كرد كه عبارات بیان كنندهu  وv   بر حسب طول اختلاطl 

و گرادیان سرعت 
dy

du  كه در آنu  لحظه ای در یک نقطه و سرعت متوسطy  فاصله عمودی تاu  است

گردند. در گازها یک ملکول قبل از برخورد به ملکول شود( تعین می)معمولاً از مرز جریان اندازه گرفته می

نماید كه موسوم به مسیر متوسط پویش آزاد گاز است. با استفاده از این دیگر فاصلة متوسطی را طی می

ابه )شکل زیر الف( پرانتل فرض كرد كه یک ذره از سیال قبل از اینکه دچار تغییر موضوع به عنوان یک تش

به  uشود. در نتیجه نوسان جابجا می lاندازه حركت به دلیل محیط جدید خود گردد، به اندازة فاصلة 

 ارتباط دارد: lوسیلة رابطه زیر به 

dy

du
u l 

بدان معنی است كه مقدار تغییر در سرعت به تغییر در سرعت متوسط لحظه ای بین دو نقطه  این رابطه

بستگی دارد. با بهره گیری از معادلة پیوستگی، پرانتل چنین   yاز یکدیگر در جهت  lبه فاصلة 

 uمتناسب با vزیر ب( وجود داشته باشد و لذا)شکل  vو  uاستدلال كرد كه باید ارتباطی میان 

 است.

dy

du
uv l 

 
 نمایش تئوری طول اختلاط -شکل 

vuدر معادلة  vو  uبا جایگزینی     ضریب تناسب در و در نظر گرفتنl  معادله تعریف كننده طول

 آید.اختلاط بدست می
2

2











dy

du
l 
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2y نوسان آشفتگی مثبت در راستای عمودی در  2yV   سبب کاهش در مؤلفة در جهتx  یعنی سرعت(

1y )ای در لحظه 1xV گردد.می 

 

1xVکاهش    1تقریباً برابر تفاوت در مقدار سرعتهای متوس  مربوطه است. بنابراین درy  

 

dy

Vd
VVV x

x l 211  

 

t)(تنش برشی 
yx (10شود )از معادلة می 

 

              (14)         
dy

Vd
VVV x

yyx

t

yx l  )(

 

 

yVاگر اکنون فرض شود که نوسانات توربولانت    تقریباً برابر نوسانات افقیxV   باشد، در این صورت

 شود.می 14معادلة 

 

           (15)                        
dy

Vd

dy

Vd xxt

yx

2)( l  

)یا در راب ة  
dy

du
)(     مقدارη     می شود

2

2










dy

du
l) 

ده در این راب ه مقدار قدر م لق بدین جهت قرار داده شده تا علامت تنش برشی بدرستی منعکس کنن

 ت گرادیان باشد.علام
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 ست. اینهای رینالدز وجود دارد از نتایج آزمایشهای تجربی نتیجه شده اشکل سوم معادله که برای تنش

 های سصت مفید است.معادله تجربی برای مناطق ن دیک جداره

 

              (16)      

 

لة طول تعیین شده است. معاد 124/0ها ربولانت در لولهیک عدد ثابت است که برای جریان تو nپارامتر 

 ار گیرد.ای جهت توزیع سرعت جریان توربولانت مورد استفاده قرتواند برای استصراج معادلهاختلاط می

 را به شکل زیر بنویسیم yتوانیم متغیر باشد و لتا میمی Rشعاع لوله 

     rRy  
 گردد.یمگیری شود، از دیواره اندازهکه از مرک  لوله سنجیده می r، برخلاف  yستقل بنابراین متغیر م

تواند ای نظیر جریان لامینار میها با استفاده از معادلات هموار سازی زمانی راب هبرای جریان در لوله

  zVی جریان گیرد سرعت متوس  محورمورد استفاده قرار گیرد. تنها سرعتی که مورد رسیدگی قرار می

 توجه :

   مانند لزوجت خاصیتی از سیال نیست بلکه بستگی به چگالی ، گرادیان سرعت و طول اختلاطl 

مرزها و یا در نزدیکی آنها كه این دارد. در جریان متلاطم تبادل و حركت درهم ذرات سیال بجز در 

باید در مرز سیال به سمت صفر میل نماید.  lرسد، در بقیه نقاط وجود دارد. لذا تبدیل به صفر می

 (Von Karman)آید. وون كارمن، با روابط پرانتل بدست نمیyو فاصله جداره  lرابطة خاصی میان 

 ت متلاطم پیشنهاد كرد كه های تشابهی میان سیالاپس از توجه و بررسی ارتباط

22 /

/

dyud

dydu
kl 

ثابت عمومی در جریان متلاطم است كه بدون توجه به نوع آرایش مرزها و یا  kكه در این رابطه 

 گردد.مقدار عدد رینالدز تعیین می

است این پارامتر  زرگتر از نامند كه عموماً بسیار برا گاهی لزوجت ادی می در جریانهای متلاطم 

را باید به عنوان ضریب انتقال اندازه حركت در نظر گرفت كه بیانگر انتقال اندازه حركت از نقاطی كه 

باشد. معمولاً از تراكم اندازه حركت در آنها بالاست به نقاطی كه تراكم اندازه حركت كمتر دارند، می

 لزوجت سینماتیک ادی / آید كه تنها خاصیتی از سیال بوده و همانند استفاده بعمل می

 باشد.لزوجت سینماتیک می
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ای . معادله حرکت در مصتصات استوانهrباشد. همچنین این سرعت تنها تابعی است از محور شعاعی می

 شود.های برشی میبر اسا  رواب  تنش

 
 

)()(که در آن  t

rzrzrz   lگیری از معادله فوق خواهیم داشت.. با انتگرال 

 
 

 شود.عت باید حداکثر باشد. بنابراین شرط مرزی میدر مرک  لوله سر

00  rzr  
01با این شرط  C.حال معادله خواهد شد . 

 

(17   )      

 

 دهد.معادلة زیر تنش برشی جداره را برای جریان در یک لوله را نشان می

 

 

 خواهیم داشت: 17با ترکیب آن با معادله 

 

 این معادله می شود y =R-rتعریف  با

 

 بنابراین

      (18) 

 

توان در نظر گرفت. اول آنکه در محی  آشفتگی )توربولانت( حرکت برای ساده کردن دو فرض می

 باشند. در اینصورت( قابل صرفنظر میeddyingمولکولی در مقایسه با حرکات ناشی از ادی )
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 ین است که فرض دوم ا
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عادله نماید. مشود که از نظر محاسبات ریاضی کار را ساده میاین فرض از این جهت در نظر گرفته می

 یابد.حال به شکل زیر کاهش می 18

w
t

rz  )(
 

 

را به مقدار تغییر شکل  rzای نوشته شده تا در مصتصات استوانه 15در این قسمت نیاز است تا معادله 

 مرتب  نماید. برای جریان در لوله،  (Strain rate)زاویه ای 

 

             (19            ) 

 

ط ی بین طول اختلاط و متغیرهای مستقل داشته باشیم. اگر فرض شود که طول اختلاحال باید راب ه

 معادلة مناسبی نتیجه خواهد شد. استy)(نسبتی از 
        l =k y 

 4/0تا  36/0نسبتی ثابت می باشد )همان مقدار ثابت وون کارمن است که مقدار آن حدود  kکه در آن 

 خواهد شد  19معادله  yاست(. بر حسب مقدار 

       
 با جابجایی جهت استصراج گرادیان سرعت، خواهیم داشت

        
 ا دارات منفی قابل پتیرا نیست. اج اء زیر رادیکال از نظر ابعادی دیمانسیون سرعت رکه در آن علام

 شود.نشان داد. حال معادلة دیفرانسیلی می Vتوان آن را بصورت باشد و برای راحتی میمی
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 گیری از راب ة فوق خواهیم داشتبا انتگرال

 

(20)    

 

 . با بکارگیری این شرای  مرزی بدست zbV، سرعت برابر است با byة انتقالی )بینابین( در در لبة لای

 آوریم.می

  
 خواهیم داشت. 20با جایگ ینی در معادله 

 

 

 یا 

 

 

 

 

حال تعاریف  /yVs   و /bb yVs عدد رینالدز بدون بعد هستند را در نظر  ، که هر دو 

 شود.گیریم. حال توزیع سرعت میمی
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 نتقالی است. علاوه بر این لبة بیرونی ناحیه ا 36/0مقدار  kتجارب نشان داده که بهترین مقدار برای 

VVzb= 85/12انتصاب گردد. به همین شکل  bS= 26تواند در می /  . 

 بعد از جایگ ینی و ساده سازی خواهیم داشت:

 

(21)                              268.3)ln(
36.0

1



ss
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ر از این معادله به نام توزیع لگاریتمی معروفی است. مشصص شده است که برای اعداد رینالدز ب رگت

تواند می 16دهد. ن دیک جداره، معادله می در من قه توربولانت توزیع خوبی را نشان 21، معادلة 20000

 ستصراجابا موفقیت مورد استفاده قرار گیرد. در این قسمت معادلة توزیع سرعت استصراج نگردید. زیرا 

ر گیری است که از اهداف این بصش خارج است. هرچند مقایسه بین مقادیآن مستل م پروسه انتگرال

 توافق خوبی است. گیری شده بیانگرمحاسبه شده و اندازه
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 مچهارفصل 

 جریان سیال بدون لزجت و غیر قابل تراکم

 )جریان سیال ایده آل (

 

همه سیالات حقیقی دارای ل جت هستند. چون خیلی از حالات حرکت جریان وجود دارند که می تموان در 

صرفنظر کمردن از نیروهمای اصم کاك در تحلیمل  آنها از اثرات ل جت صرفنظر نمود، )این مسئله مشابه

ه کمسیستم های دینامیک در بعضی از حالات می باشد.( لتا مفید است تا در مورد دینامیک سیال ایده ال 

ل جت ندارد و غیرقابل تراکم است، تحقیق نمود. تحلیل حرکمت سمیال ایمده ال، بمدلیل عمدم وجمود تمنش 

می باشد. در بررسی این جریانها، تنش های عمودی تنهما تمنش برشی، ساده تر از بررسی جریانات ل ج 

هایی هستند که باید مورد رسیدگی قرار گیرند. برای سیال بدون ل جت در حمال حرکمت، تمنش عممودی 

ون )نرمال( در هر نق ه، در تمام جهات برابر است )کمیت برداری(. تنش عمودی )نرمال( در یک جریان بد

pxxمودینمممامیکی اسمممت، ل جمممت برابمممر منفمممی فشمممار تر    ایمممن نتیجمممه بممما نتیجمممه معادلمممه (

x

u
Vpxx




  2.

3
2


 سازگاری دارد.(  0برای  

 

 معادله مومنتم برای جریان بدون اصطکاك : معادلات اولر

 

لمی ند( می توانند از معادلات کمعادلات حرکت برای جریان بدون اص کاك ، )معادلات اولر نامیده می شو

 حرکت، )معادلات دیفرانسیلی مومنتم که در فصل قبل بدست آمد ( بدست آیند.

از آنجایی که هیچ تنش برشی نمی تواند در جریمان بمدون اصم کاك وجمود داشمته باشمد و تمنش همای 

دون اص کاك می عمودی )نرمال(، عبارت است از منفی فشار ترمودینامیکی، معادله های حرکت جریان ب

 شوند:
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 معادله های فوق همچنین می توانند، با یک معادله برداری بشکل زیر نوشته شوند:
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kZ، بصورت عمودی بسمت بالا در نظر گرفته شود، در نتیجه از آنجایی که  z اگر محور ˆ  ، 

 

zgkgg   ˆ 
 

 شکل زیر نوشته شود:و معادله اولر می تواند ب
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در مصتصات استوانه ای ، معادلات در شکل مولفه ای با درنظر گرفتن نیمروی ثقمل بعنموان تنهما نیمروی 

 ( خواهد شد. Bodyداخلی ) 
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 دی بسمت بالا باشد، در نتیجه :بصورت عمو zاگر محور 
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0,  gggg rz 

 

 معادلات اولر در مختصات خط جریان

 

در فصلهای قبل دریافتیم که خ وط جریان )مما  بر بردار سرعت در هر نق ه از میدان جریان رسم می 

 در جریان ماندگار، یک ذره سمیال در طمولشوند(، یک روا مناسب نمایش گرافیکی را ارائه می نمایند. 

یک خ  جریان حرکت خواهد کرد زیرا برای جریان ماندگار، مسیرهای حرکمت و خ موط جریمان بمرهم 

من بق هستند. بنابراین ، در توضیح حرکت یک ذره سیال در یک جریان مانمدگار، مسمافت در طمول یمک 

مچنین ممکن است برای بیمان جریمان خ  جریان یک مصتصات ریاضی است. مصتصات خ وط جریان ه

غیرماندگار، نی  بکار گرفته شود. خ موط جریمان در جریمان غیرمانمدگار، یمک بیمان گرافیکمی از میمدان 

در نظمر بگیریمد.  yzسرعتی لحظه ای ارائه می دهنمد. بمرای سمادگی م مابق شمکل، جریمانی در صمفحه 

)فاصله از خ   n  جریان ( و مصتصات ) فاصله در طول یک خ sمعادلات حرکت باید برحسب مصتصات 

 جریان ( نوشته شوند.
 

 
 

که بردار سرعت باید مما  برخ  جریان باشد، معادله میدان سرعت بمه وسمیله از آنجایی tsVV ,


 

 (sمیباشد. اگر قمانون دوم نیموتن را در خم  جریمان ) pداده می شود. فشار در مرک  المان سیال برابر 

ا ربکار بریم و از نیروهای ل جتی صرفنظر نمائیم، راب مه زیمر  dsdndxیک المان از سیال با حجم  برای

 بدست می آوریم.
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asزاویه بین خ  مما  بر خ  جریان وافق می باشد و  که در آن 
شمتاب ذره سمیال در طمول خم   

 ریان است. با ساده کردن راب ه خواهیم داشت:ج
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p
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از آنجائیکه 
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در طول هر خ  جریان  tsVV SS , ه راب ه زیر و کل شتاب یک ذره سیال در مسیر خ  جریان بوسیل

 داده می شود
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 زیادی است و می تواند حتف شود. SV، در  sسرعت، مما  برخ  است؛ بهمین دلیل پانویس، 

 

 بصورت عمودی بسمت بالا باشد خواهد شد:  zمعادله اولر در مسیر یک خ  جریان در حالتی که محور 
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شکل ببرای جریان ماندگار و با صرفنظر کردن از نیروهای جسمی، معادله اولر در مسیر یک خ  جریان 

 زیر کاهش می یابد.
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 که نشان دهنده اینست که کاهش در سرعت همراه خواهد بود با اف ایش در فشار و بالعکس.

مسیر عمود برخ وط جریمان، ممی تموانیم قمانون دوم نیموتن در برای بدست آوردن معادله اولر در یک 

نسبت به المان سیال را بکار بریم. بار دیگمر باصمرفنظر کمردن از نیروهمای ل جتمی راب مه زیمر  nجهت 

 بدست خواهد آمد.
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می باشمد. بما  nشتاب ذره سیال در جهت  naو خ  عمودی می باشد و  nزاویه بین جهت  که در آن 

 ساده کردن معادله بدست خواهیم آورد:



           گروه سازه های هیدرولیکی دانشکده مهندسی علوم آب                                          ودینامیکدرسی هیدرجزوه  - قمشیمهدی 

 83 

nag
n

p
 




 cos 

که از آنجایی
n

z




cos :می توانیم بنویسیم 

na
n

z
g

n

p













1 

 

 

م میباشد؛ بنابراین در سیست nجریان، یعنی در جهت منفی  شتاب المان سیال ب رف مرک  انحناء خ 

 مصتصات نشان داده شده در شکل، شتاب مایل به مرک  به صورت:
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یمن برای جریان ماندگار، ] اگر جریان ماندگار نباشد الگوی خ  جریان با زمان تغییمر ممی کنمد. کمه در ا

حالت 
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معادله اولر بمرای خم  جریمان  [شعاع انحناء خ  جریان می باشد، Rکه در آن   

 بصورت زیر نوشته می شود.
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 برای جریان ماندگار در یک صفحه افقی، معادله اولر برای یک خ  جریان خواهد شد.
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بمد. ا فاصله گرفتن از مرک  انحناء خ  جریان، اف ایش ممی یااین معادله نشان دهنده این است که فشار ب

، بینهایت ممی شمود و در نتیجمه تغییمرات  Rدر مناطقی که خ وط جریان مستقیم هستند، شعاع انحناء ، 

 فشار در جهت عمود بر خ وط جریان نصواهیم داشت.

 

 مثال : جریان در یک خم

د در یک مجرای بسته در سم ح افمق را بوسمیله نصمب می خواهیم مقدار جریان هوا در شرای  استاندار

پهنا دارد. شمعاع داخلمی  0.1mعمق و  0.3mشیرهای فشار در طول یک خم تعیین نمائیم. مجرای بسته، 

آب باشد،  40mmاست. اگر مقدار اختلاف فشار اندازه گیری شده بین شیرهای نصب شده،  0.25mخم، 

 کنید سرعت درون خم یکنواخت می باشد. مقدار تقریبی جریان را حساب کنید، فرض
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 مثال

 داده ها: جریان درون یک خم از مجرای بسته همان ور که نشان داده شده 

 

hgpp OH  212  
mmhوقتی که  40   باشد، جریان یکنواخت ، هوا در شرایSTP  )استاندارد( 

 

 Qخواسته : 

 راه حل :

 در طول خ  جریان،  nبکارگیری معادله اولر برای مولفه با 

معادله اساسی             
r

v

r

p 2




  

 

 ( جریان بدون اص کاك 1فرضیات )

 ( جریان غیرقابل تراکم2) 

 ( جریان یکنواخت در مق ع اندازه گیری3) 
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 ، بنابراین :  p=p( r )برای این جریان 

 

r

V

dr

dp

r

p
یا

r

dr
Vdp

2
2 

 



 

 با انتگرال گیری داریم :

 


1

222

12 lnln 2

1 r

r
VrVpp

r

r   

 پس 

2
1

1

2

12

)ln(





















r

r

pp
V



 

hgpppاما  OH  212   بنابراین 

           

2
1

1

2

2

)ln(





















r

r

hg
V OH




   

2
1

250
350

1

231
040819999

3

23


















 
)

m.
m.ln(kg.

m
.

s
m.

m

kg 

s
m.V 830 

 برای جریان ماندگار :

s
m.m.m.

s
m.VAQ

3
92403010830  
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در کاربردهای واقعی ، پروفیل سرعت در یک خم کانال یکنواخت نیست. پروفیل سرعت در یمک خمم، )در 

صورت عدم تاثیر جریانهای ثانویه( تمایل به پروفیل ورتکس آزاد ) غیرچرخشی ( دارد که در آن سرعت 

 نسبت به شعاع تغییرات معکو  دارد.

ورود جریان به داخل قو  و به خاطر گرادیمان طمولی فشمار  درجه  با 360در واقع در یک کانال با خم 

داد ناشی از نیروی جانب مرک  )در بازة کوتاهی از ورودی قو ، به خاطر تغییر ناگهانی انحنماء، در امتم

جدارة داخلی کاهش فشار و در امتداد جدارة خارجی اف ایش فشار اتفاق ممی افتمد(، حمداکثر سمرعت بمه 

ل می شمود. در قسممت کوتماهی از اول قمو ، گرادیمان فشمار طمولی منفمی در طرف دیوارة داخلی منتق

ن دیکی دیوارة داخلی رخ داده و باعث شتاب گرفتن ذرات آب ممی شمود و در مقابمل، در ن دیکمی قمو  

 بیرونی با گرادیان فشار طولی مثبت همراه بوده و سرعت سیال در این میدان کم می شود. روند م بمور

( اداممه داشمته و بعمد از ایمن مق مع، 25)ن دیکی مق ع عرضمی  30و  20تا مق عی بین 

 حداکثر سرعت به ن دیکی دیوارة بیرونی منتقل می شود. علت این پدیمده، تولیمد جریمان همای ثانویمه در

ن ها که در ن دیک س ح آب به طرف دیوارة بیرونی داخل مقاطع عرضی می باشد به طوری که این جریا

ال و در ن دیکی بستر به طرف دیوارة داخلی برقرار هستند، بر گرادیان طولی فشار غالب شده باعث انتقم

ه عرضی مومنتم طولی جریان و یا به عبارتی باعث بازتوزیع آن می شوند. پدیدة انتقال حداکثر سرعت ب

تا حد زیادی به  70در طول نیمة اول تشدید شده و در مق ع عرضی  طرف دیوارة بیرونی به تدریج

اقی ب بدون تغییر دیوارة بیرونی ن دیک می شود. از مق ع م بور به بعد، محل وقوع حداکثر سرعت تقریباً

 ر این ناحیهبا توجه به پروفیل  های رسعت در مقاطع عرضی واقع در نیمة دوم قو ، جریان د می ماند.

د توسعه یافته رسیده و تغییر چندانی در مقادیر سرعت بین دو مق ع عرضی متوالی وجمو به حالت کاملاً

ندارد. در مقاطع انتهایی قو  سرعت در ن دیکی دیوارة بیرونی اف ایش یافتمه و پروفیمل سمرعت، حالمت 

ر درادیان طولی فشار می باشد که تی تری به خود می گیرد. علت این پدیده، مشابه ورودی قو ، تأثیر گ

یمان این قسمت از میدان، در امتداد دیوارة بیرونی گرادیان طولی منفمی و در امتمداد دیموارة داخلمی گراد

طولی مثبت حاکم می باشد. در نتیجه، دو عامل جریان ثانویه و گرادیان طمولی فشمار در ایمن حالمت بمه 

 یشتر سرعت در ناحیة ن دیک دیوارة بیرونی می شوند. عنوان عوامل همسو عمل کرده و باعث اف ایش ب
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 انتگرال گیری از معادله اولر در طول یک خط جریان برای یک جریان ماندگار –معادله برنولی 

 

در قسمتهای قبلی، معادلات مومنتم و معادله پیوسمتگی در شمکل دیفرانسمیلی نوشمته شمده انمد. از نظمر 

غیر قابل تراکم، این معادلات می تواننمد بمرای بدسمت آوردن کاممل  تئوری برای یک جریان بدون ل جت

نواحی فشار و سرعت حل شوند. ) اگر جرم مصصو  ثابت نباشد، یک راب ه اضافی ترمودینامیک برای 

جرم مصصو  مورد نیاز می باشد.( هرچند در تئوری، معادلات می توانند حل شوند، اما راه حمل بمرای 

معادلوه اولور ممکن است خیلی پیچیده باشد. با این وجود ما ممی تموانیم از  یک میدان جریان بصصو 

گیمری بنممائیم. از تج یمه و تحلیمل بسادگی انتگمرال برای یک جریان ماندگار و در طول یک خط جریان

 حجم کنترل دیفرانسیلی در در  مکانیک سیالات، یک معادله دیفرانسیلی بدست آمد کمه بعمد از انتگمرال

 لی از معادله برنولی بدست آمد. برای اضافه کردن بینش فی یکی در مورد محدودیتهای نتمایجگیری، شک

 حاصل از این راب ه، دو شکل دیگر از استصراج معادله برنولی ارائه می شود. 

 

 استخراج معادله با استفاده از مختصات خط جریان

 

 ه راب ه زیر ارائه می شود.معادله اولر برای جریان ماندگار در طول یک خ  جریان بوسیل

s

V
V

s

z
g

s

p

















1 

 ، در طول یک خ  جریان جابجا شود، در نتیجه خواهیم داشت: dsاگر یک ذره سیال به اندازه ، 

dpds      (  s) مقدار تغییر در فشار در فاصله 
s

p




 

 

dzds      (  s) مقدار تغییر در ارتفاع در فاصله 
s

z




 

 

dVds               (  s) مقدار تغییر در سرعت در فاصله 
s

V




 

 

 

 ، می توانیم بنویسیم: dsبنابراین، بعد از ضرب کردن معادله قبلی در 

VdVgdz     (  s) در فاصله 
dp




 

 یا 
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                          ( s) در فاصله 

0 gdzVdV
dp


 

 با انتگرال گیری ازاین معادله خواهیم داشت :

gzثابت    (  s) در فاصله 
Vdp

 2

2


 

 

 پیدا کنیم. ، و جرم مصصو   pقبل از بکارگیری معادله فوق باید راب ه ای بین فشار ، 

 ، معادله فوق معادله برنولی تبدیل خواهد شد. برای حالت ویژه جریان غیر قابل تراکم ، ثابت = 

gzثابت    
Vp


2

2


 

 محدودیت ها :

 جریان ماندگار (1)

 جریان غیرقابل تراکم (2)

 جریان بدون اص کاك (3)

 جریان در طول یک خ  جریان  (4)

عت و تغییمرات سمرمعادله برنولی، معادله ای بسیار مفید و توانا می باشد، زیرا مقدار تغییر فشار را بمه 

ارتفاع در طول یک جریان ارتباط می دهد. اما این معادله در صمورتی جوابهمای صمحیح خواهمد داد کمه 

 محدودیتهای فوق التکر تا حد قابل قبولی در نظر گرفته شوند.

 ) ب ور کلی، مقدار ثابت در معادله فوق در طول خ وط جریان متفاوت، مقادیر متفاوتی خواهد داشت(.
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 راج معادله با استفاده از مختصات مستطیلیاستخ

 

 شمممکل بمممرداری معادلمممه اولمممر، ممممی توانمممد در طمممول یمممک خممم  جریمممان انتگمممرال گرفتمممه شمممود 

VV) معادله 
t

V

Dt

VD
pzg




).(
1








 ) 

Vبا داشتن میدان سرعت ،  


مشصص می شود، مناسب   z , y , x ، که با مشصصات مصتصات مست یلی  

یم. ست که نمادهای برداری استفاده شود. می توانیم استصراج معادله را محدود به جریان مانمدگار نممائا

 بنابراین نتیجه نهایی باید معادله برنولی بشود. 

 برای جریان ماندگار، معادله اولر در مصتصات مست یلی می تواند بشکل زیر بیان شود.

 

VV
z

V
w

y

V
v

x

V
u

Dt

VD
zgp




).(
1


















 

 

),,(اندگار، میدان سرعت بوسیله راب ه برای جریان م zyxVV


  بیان می شود. خ وط جریان خ موطی

هستند که در میدان جریان، مما  بر بردار سرعت در هر نق ه رسمم ممی شموند. بصماطر داریمم کمه در 

 جریان ماندگار، خ وط جریان، خ وط مسیر و خ وط لایه ها برهم من بق هستند.

ه ، ذره به انمداز dtطول یک خ  جریان با معادله فوق بیان می شود. در فاصله زمانی  حرکت یک ذره در

sdبرداری 
 .در طول خ  جریان تغییر مکان دارد 

sdاگر حاصلضرب نق ه ای اج اء معادله فوق را با فاصمله ، 
  در طمول خم  جریمان، انجمام دهمیم یمک ،

در طول خ  جریان را به هم مرتب  می کند، بدست   zو ارتفاع   rV، سرعت  rPاسکالر که فشار  معادله

sdخواهد آمد با انجام ضرب نق ه ای 
 .با معادله فوق خواهیم داشت 

                      sdVVsdzgsdp


.).(..
1




   

 که در آن :

kdzjdyidxsd          (  s)در طول  ˆˆˆ 
 

 

 حال هر ج ء از سه ج ء معادله فوق را مورد ارزیابی قرار می دهیم:

 

  












































 dz

z

p
dy

y

p
dx

x

p
kdzjdyidx

z

p
k

y

p
j

x

p
isdp



1ˆˆˆ.ˆˆˆ1
.

1  

 (s)درطول 
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dpsdp               ( s) در طول       


1
.

1


 

 kdzjdyidxkgsdzg ˆˆˆ.ˆ. 
 

 

gdzsdzg     ( s)در طول        


. 

).()(با بکارگیری راب ه برداری 
2

1
).( VVVVVV


  ممی تموانیم جم ء سموم را بصمورت زیمر

 بنویسیم:

 

 ( s)درطول

      sdVVsdVVsdVVVVsdVV


.)(.).(
2

1.).().(
2

1.).(  

 

Vقسمت آخر در سمت راست این معادله برابر صفر است. زیرا 


sdی مواز
 .می باشد 

 

 در نتیجه :

)()(
2

1
.).(

2

1
.

.)(
2

1ˆˆˆ
2

1).(
2

1
.).(

2
1.).(

2

222

2
222

2

sVdsdVVدرطول

dz
z

V
dy

y

V
dx

x

V

sdV
z

V
k

y

V
j

x

V
isdVsdVVsdVV























































 

 باجایگ ینی این سه ج ء در معادله اولی خواهیم داشت.

 

)(0     (  s)در طول 
2

1 2  gdzVd
dp


 

 

 با انتگرال گیری از این معادله خواهیم داشت:

gzثابت     ( s)در طول 
Vdp

 2

2


 

 ( ثابت باشد )جریان غیر قابل تراکم باشد(، راب ه برنولی بدست می آید.ρصصو  )اگر جرم م

ثابت                                gz
Vp

2

2


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همان ور که انتظار می رفت مشاهده نمودیم که دو معادلمه آخمر، مشمابه معمادلات از روا قبلمی کمه بما 

 بودند، می باشند. لازم به ذکر است که معادله برنولی که بما بکارگیری مصتصات خ  جریان بدست آمده

( جریمان 2( جریمان مانمدگار )1بکارگیری مصتصات مست یلی اسمتصراج شمده نیم  دارای محمدودیتهای )

 ( جریان در طول خ  جریان است.4( جریان بدون اص کاك )3غیرقابل تراکم )

 

 )دینامیکی( Dynamic )سکون( ،  Stagnation)ایستایی(،  Staticفشارهای 

 

اً ، که برای استصراج معادله برنولی بکار برده شد، فشار ترمودینامیک می باشمد، کمه اصم لاح  pفشار ،

فشار ایستایی، فشاری است که توسط وسویله ای کوه هموراه )ایستایی( نامیده می شود.  staticفشار 

زه گیری برای بکارگیری عملی نسبتاً . چون چنین روا انداجریان حرکت می کند اندازه گیری می شود

مشکل است، پس چگونه می توانیم فشار ایستایی را عمملاً انمدازه گیمری کنمیم. در بصمش قبلمی مشماهده 

نمودیم که در جهت عمود برخ وط جریان، تغییرات فشار وجود نداشت. این حقیقت روا انمدازه گیمری 

شیر در جداره محل عبمور جریمان در میمدانی کمه  فشار ایستایی را در یک جریان سیال با بکارگیری یک

 خ وط جریان مستقیم هستند متحمل می نماید، همان ور که در شکل زیر نشان داده شده است.

 
 

 

وقتی بدست می آید که سیال در حال حرکت، طی مراحل بدون اصطکاك به  stagnationفشار سکون 

ین بمله برنولی می تواند بکار گرفته شود تا ارتباط در جریان غیرقابل تراکم، معاد سرعت صفر میل کند.

 تغییر در سرعت و فشار را در طول یک خ  جریان برای این چنین مراحلی بتوان نشان داد.

 با صرفنظر از تغییرات ارتفاع، معادله برنولی می شود:

ثابت
Vp


2

2


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)جایی کمه  0p(  stagnationباشد. فشار سکون ) pاست فشار  Vاگر در یک نق ه از جریان که سرعت 

 ، صفر باشد( بوسیله راب ه زیر محاسبه می شود. 0Vسرعت سکون ، 
                                        

 

 یا         
2

0 2
1 Vpp  

2ریاضی فشار سکون برای یک جریان غیر قابمل تمراکم اسمت. جم ء معادله فوق تعریف 

2

1
V بصمورت

 نامیده می شود. با حل کردن راب ه برای فشار دینامیکی خواهیم داشت: دینامیکیعمومی، فشار 

ppV  0

2

2

1
 

 و برای سرعت :



)(2 0 pp
V


 

وق فموان فشار استاتیکی و سکون را اندازه گیری نمود، ممی تموان بما معادلمه بنابراین اگر در نق ه ای بت

 سرعت جریان را محاسبه نمود.

 در آزمایشگاه، فشار سکون توس  لوله پیتوت اندازه گیری میشود.

 

 مثال : معادله برنولی با منتقل کردن فرم ارتفاع مرجع

پرواز می نماید. فشار  1000mو در ارتفاع  در هوای استاندارد  150km/hیک هواپیمای سبک با سرعت 

( را روی لبه جلویی بال هواپیما تعیین نمائید. در یک نق ه مشصص ن دیک بمه بمال، stagnationسکون )

 است. فشار را در این نق ه محاسبه نمائید.  60m/sسرعت هوا نسبت به بال هواپیما 

 

  1000mر هوای استاندارد و در ارتفاع د 150km/hداده ها : هواپیما در حال پرواز با سرعت 

22

22

00 VpVp




= 0 
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  Bدر نق ه  BPو فشار استاتیک ،  Aدر نق ه  OAPخواسته ها: فشار سکون 

 ر دارد،راه حل : برای مشاهده کننده ای از روی زمین و از روی یک س ح ثابت، جریان حالت غیرمانمدگا

 هر چند از دید مشاهده کننده ای روی بال، جریان حالت ماندگار خواهد داشت.

 
اسمت. از  m/s 336و سمرعت صموت برابمر  282Kمتر در هوای استاندارد، درجه حرارت  z= 1000در 

B  ،178.0که در نق ه آنجایی
C

V
M B

B می باشد لمتا ممی تموان فمرض  0.3از  است و این مقدار کمتر

خ   تواند در طول یکنمود که جریان بصورت غیرقابل تراکم رفتار می نماید. بنابراین معادله برنولی می

 جریان برای مشاهده کننده متحرك روی صفحه مبنای غیراصلی بکار گرفته شود.

 

B            معادله اساسی 
BB

A
AA

هوا

هواهوا
gz

Vp
gz

Vp
gz

Vp


222

222


     

 ( جریان ماندگار1)  ت    مفروضا

)100/(( جریان غیرقابل تراکم 2)    smV  

 ( جریان بدون اص کاك3)   

 z( صرفنظر از 4)   

 

متر  1000مقادیر فشار و جرم مصصو  می تواند از جدول مربوطه بدست آید. بر طبق جدول در ارتفاع 

88700بترتیب 
P

/
PsL

  9075.0و
sL

 .می باشند 

 

2
4

2
5 10968100118870088700

m
N

m
NPP sL  /.// 

A 

B sm/ 60= BV 

= 150 km/hw= VairV 

  

 مشاهده کننده

A 

B 

= 150 km/hwV 

sm/ 60= BV 

 )نسبت به بال(

 مشاهده کننده

 = 0airV 
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 و 
3

3 /12.123.19075.09075.0 mkg
m

kg
sL   

 

 است : 0AVاز آنجائیکه سرعت در نق ه سکون برابر 

m.kg

s.N
)

s

h

km
m

h
km(

m

kg

m
N.

Vpp OAهواهوا

22

32
4

2

3600
10001501012

2
110968

2
1













   

POA           )(6.90 kPapOAمطلق  
 

 بدست می آوریم: Bن برای فشار استاتیکی در نق ه با حل کرد

)(
2

22

BهواهواB VVpp 
 

 

 

 
m.kg

NS
.

s

n

s

h
km/mh/km

m

kg
.

m
N.pB

2

2

222

32
4 60

3600
1000150121

2

1
10968























 

  PB       )(5.88 kPapBمطلق  
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 انتگرال گیری از معادله اولر در طول یک خط جریان –معادله برنولی در حالت غیرماندگار 

 

لی محدود به جریان ماندگار نیست. در ایمن قسممت، معادلمه برنمولی بمرای جریمان استصراج معادله برنو

غیرماندگار در طول یک خ  جریان استصراج و موارد استفاده آن توضمیح داده ممی شمود. در بصشمهای 

 قبل، معادله مومنتم برای جریان بدون اص کاك به شکل زیر بدست آمد.

Dt

VD
zgp






1 

 

sdک معادله برداری است. با انجام ضرب داخلی با این معادله ی
  این معادله به یک معادله اسکالر تبدیل

 یک المان مسافت در طول یک خ  جریان میباشد. بنابراین:  dsمی شود. 

 

ds
t

V
ds

S

V
Vds

Dt

DV
sd

Dt

VD
sdzgsdp ss

s
s















...

1


 

 

 با توجه به اج اء معادله فوق در خواهیم یافت که :

dpsdp    ( sر در طول ) تغییر در فشا 


. 

 

dzsdZ     ( sدر طول  z)تغییر در  


. 

 

s                ( sدر طول  SV) تغییر در 
s dVds

s

V




 

 با جایگ ینی این مقادیر در معادله فوق بدست می آوریم:

 

ds
t

V
dVVgdz

dp s
ss







 

 در طول خ  جریان خواهیم داشت: 2تا نق ه  1ا انتگرال گیری از نق ه ب

 

   








2

1

12

2

1

2

2

2

1

0
2

ds
t

V
zzg

VVdp s


 

 

 برای یک جریان غیرقابل تراکم جرم مصصو  ثابت است.

 برای این حالت مصصو  معادله فوق می شود:
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dS
t

V
gz

Vp
gz

Vp s

 









2

1

2

2
22

1

2
11

22
 

 محدودیتها :

 جریان غیرقابل تراکم (1)

 جریان بدون اص کاك (2)

 در طول یک خ  جریان  جریان (3)

 

برای بدست آوردن ج ء انتگرالمی در معادلمه فموق، تغییمرات در 
t

Vs



 بایمد بصمورت تمابعی ازs 

اندازه گیری می شود. ) برای جریان ماندگار  1شناخته شود. فاصله در طول خ  جریان از نق ه 

0




t

Vs نولی کاهش می یابد( این معادله ممکن است برای هرجریانی و معادله فوق به معادله بر

 که در آن محدودیتهای راب ه با وضعیت فی یکی جریان م ابقت داشته باشد، بکار برده شود.

 

 مثال : معادله برنولی غیرماندگار

 پر از آب شده است وصل می باشد. لوله 3mیک لوله طویل به یک مص ن ب رگ که ابتدا تا ارتفاع 

است. بعنوان فرض اول از اص کاك می توان صرفنظر نمود.  6mو طول آن 150mmرای ق ر دا

بعد از اینکه درب انتهای آزاد لوله برداشته میشود، سرعت جریان خروجمی از لولمه را بصمورت 

ر آن تابعی از زمان تعیین نمائید. مص ن به اندازه کافی ب رگ است که بتوان از تغییمرات ارتفماع د

 نمود.صرفنظر 

 

 
 

 

 مثال:

 داده ها: لوله و مص ن ب رگ همان ور که نشان داده شده است 
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2)(   خواسته: tV 

 راه حل

 .را بکار می بریم 2به نق ه  1معادله برنولی برای جریان غیرماندگار در طول یک خ  جریان از نق ه 

 

 معادله اساسی:

ds
t

V
gz

Vp
gz

Vp S

 




2

1
2

2

22
1

2

11

22 
  

 مفروضات

 جریان غیر قابل تراکم (1

 جریان بدون اص  اك (2

 2به  1جریان در طول یک خ  جریان از  (3

4) atmPpp  21 

5) 0
2

1 V 

6) 02 z 

ثابت   (7 hz1 

 صرفنظر از سرعت در مص ن به ج  ناحیه ن دیک ورودی لوله  (8

 

 پس خواهیم داشت:

      




2

1

2

2

1
2

ds
t

VV
ghgz S 

 انتگرال خواهد شد: 8با ملاحظه فرض 

       






 L
Ss ds

t

V
ds

t

V

0

2

1
 

 ، بنابراین: 2VSV در همه نقاط لوله

      
dt

dV
L

dt

dsdV
ds

t

V LL
S 2

0

2

0  


 

 

 
 با جایگ ینی خواهیم داشت:

      
dt

dV
L

V
gh 2

2

2

2
 

 

 با جداسازی متغیرها، بدست می آوریم:
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L

dt

Vgh

dV

22 2

2

2 


 

 

2VVو 0tدر  0Vبا انتگرال گیری بین حدود       درtt : 

             

    
L

t

gh

V

ghvgh

dv
V

V

22
tanh

2

1

2

2

2

0

0

1

2


































   

از آنجائیکه   00tanh 1  .خواهیم داشت 

       

     
L

t

gh

V

gh 22
tanh

2

1 21 













 

 

 یا

     







 gh

L

t

gh

V
2

2
tanh

2

2 

 
 

tV2 
 برای شرای  داده شده:

   
s

mm
s

mgh 67.7381.922  

 و 

   t
S

m
m

t
gh

L

t
639.067.7

6

1

2
2

2
 

 پس نتیجه خواهد شد:

    
s

mtV 639.0tanh67.72  

 
 جریان غیر چرخشی
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ر حال حرکت در میدان جریان تحت هیچ شرای ی یک جریان غیر چرخشی، جریانی است که المان سیال د

0چرخش نداشته باشد. یعنی 
  ،0 V


 و از معادله : 

     

 






























































y

u

x

v
k

x

w

z

u
j

z

v

w

w
ikji tyx

ˆˆˆ
2

1ˆˆˆ 
 

 

 خواهیم داشت:

      o
y

u

x

v

x

w

z

u

z

v

y

w





























 

 

 بل خواهیم داشت:در مصتصات استوانه ای برای حالت غیر چرخشی از معادلات ق

      

 0
111





































rzrz V

rr

rV

rr

V

z

V

z

VV

r
 

 

 کاربرد معادله برنولی برای جریان غیر چرخشی

در بصشهای قبل، از معادله اولر در طول یک خ  جریان برای جریمان مانمدگار، غیمر قابمل تمراکم، بمدون 

 ل وجت انتگرال گیری نمودیم تا معادله برنولی بدست آید.

gzثابت    
Vp


2

2


 

معادله فوق، می تواند بین دو نق ه  روی یک خ  جریان بکار گرفتمه شمود. ب مور کلمی مقمدار ثابمت در 

 معادله از یک خ  جریان به خ  جریان دیگر متغیر خواهد بود.

د) اگر علاوه بر غیر ل ج، ماندگار، و غیر قابل تراکم بودن، میدان جریان همچنین غیر چرخشمی نیم  باشم

02این جریان به گونه ای است کمه   میدان سرعت در  V
  باشمد(، ممی تموانیم نشمان دهمیم کمه

ر معادله برنولی می تواند بین هر دونق ه ای از این جریان به کمار گرفتمه شمود. همچنمین مقمدار ثابمت د

بما شمکل معادله برنولی برای همه خ وط جریان مساوی می باشد. برای اثبات این وضعیت ممی تموانیم 

 برداری معادله اولر شروع نمائیم.

 

 VVzg


 .
1




 

 

 با استفاده از رواب  برداری می توانیم بنویسیم:
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     VVVVVV


 .
2

1. 

 

0که برای جریان غیر چرخشی، از آنجایی V


می توانیم بنویسیم :         VVVV


.
2

1.  

 برای جریان غیر چرخشی، می تواند به شکل زیر نوشته شود: و معادله اولر

   2

2
1.

2

11
VVVzgp 




 

 

r، یک ذره سیال از موقعیت برداری  dtدر فاصله زمانی 
  به موقعیتdrr 

    حرکت می نمایمد؛ مقمدار

یک جابجایی بی نهایت کوچک اختیاری در همر جهمت ممی باشمد. بما انجمام ضمرب داخلمی       drجابجایی 

kzdjdyidxdr ˆˆˆ     با هر ج ء از معادله فوق خواهیم داشت 

 

     drVrdzgdrp .
2

1
..

1 2



 

 

 و بنابراین

 2

2

1
Vdgdz

dp



 

 یا 

  ogdzVd
dp

 2

2

1


 

 

 انتگرال گیری از این معادله می شود

ثابت gz
Vdp

2

2


 

 

 (برای جریان  غیر قابل تراکم)ثابت=

ثابت gz
Vp

2

2


 

یک مقدار جابجایی اختیاری بود. پس برای یک جریان ماندگار ، غیر قابل تراکم، غیر لم ج  drاز آنجائیکه 

 که همچنین غیر چرخشی نی  هست ، معادله فوق برای هر دو نق ه در میدان جریان معتبر می باشد.
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 پتانسیل سرعت

 

بقاء جرم برای جریان دو بعدی غیر قابل تمراکم  ، که راب ه ای بین خ وط جریان ودرفصل قبلی تابع ،

 ارائه می داد، تعریف گردید.

، برای یک میدان سرعت غیر چرخشمی تعریمف علاوه برآن ما می توانیم راب ه ای به نام تابع پتانسیل،

   نمائیم. برای این کار باید معادلات برداری بنیادی مورد استفاده واقع شوند.

 0 )( gradcurl 
 یک تابع اسکالر )شامل مصتصات فضایی و زمان ( و دارای مشتق اول و دوم؛ باشد معتبر است.که اگر 

oVپس برای یک جریان غیر دورانی که درآن  


، باید به گونه ای وجود داشته باشمد تابع اسکالر ،

 که گرادیان

 ، برابر سرعت برداریV


 ، شود.

)مشابه جهت مثبمت انتقمال حمرارت کمه در جهمت کماهش برای اینکه جهت مثبت جریان درجهت کاهش 

 را می توانیم بصورت زیر تعریف نمائیم:درجه حرارت تعریف می گردد(باشد.

 

V


 
 

 
 

      بنابراین:

 

      
z

w





 
y

v





 
x

u





 

 در مصتصات استوانه ای: 
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z

k
r

e
r

er













 ˆ1

ˆˆ


 

 

Vدر مصتصات استوانه ای از معادله   


 نتیجه می گیریم :

 

z
Vz






    










r
V

1   
r

Vr





  

در  تنها برای جریان غیر چرخشی تعریف ممی شمود در حمالی کمه تمابع جریمان ، پتانسیل سرعت، 

 برگیرنده محدودیت غیر چرخشی بودن جریان نمی باشد.

غیر چرخشی بودن برای مناطقی از جریان معتبر است که بتوان درآنهما از نیروهمای ل وجتمی صمرفنظر 

نمود. )برای مثال این چنین مناطقی در نواحی بیرون از لایه های مرزی یک جریمان روی سم وح سمصت 

 .(وجود دارد

، تعریف می شمود، لمتا بحمث از آنجایی که در یک جریان غیر چرخشی میدان سرعت با تابع پتانسیل ، 

لی تئوری آن اغلب به تئوری جریان پتانسیل بر می گردد. همه سیالات حقیقی دارای ل وجت هستند اما خی

جت ب ور قابل ملاحظه ای تحلیل نتایج جریمان از حالات هستند که در نظر گرفتن فرض جریان بدون ل و

ریان را ساده و ب ور هم مان نتایج معنی داری را ارائه می کند. به دلیل کاربری و جتابیت ریاضی آن، ج

 پتانسیل ب ور گسترده ای م العه شده است.

 

 پلا تابع جریان و پتانسیل سرعت برای جریان دو بعدی غیر چرخشی، غیر قابل تراکم معادله لا

 

برحسمب  ,uvبرای یک جریان دوبعدی،  غیر قابل تراکم،  غیر چرخشی رواب ی برای مولفه های سرعت 

 به شرح زیر وجود دارد. ، و پتانسیل سرعت ،تابع جریان ،

 1   
x

v





  
y

u





 

 2   
y

v





  
x

u





 

 

از معادله  ,uvبا جایگ ینی برای  1 : در شرای  غیر چرخشی، داریم 

     

      0









y

u

x

v 

 یم:بدست می آور
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      0
2

2

2

2











yx

 

از معادله ردیف  ,uvبا جایگ ینی  2  ،0در معادله پیوستگی









y

v

x

u 

 خواهیم داشت:

      0
2

2

2

2











yx

 

که معادلمه لاپملا  را ارضماء نمایمد  ,معادلات به دست آمده به شکل معادله لاپلا  هستند. هر تابع 

 بیان کننده یک میدان جریان دو بعدی،  غیر قابل تراکم، غیر چرخشی است.

ثابت، در طول یک خ  جریان ثابت است، برای در فصل قبل دیدیم که تابع جریان، 

 od  0  و








 dy

y
dx

x
d


 

 ثابت( بوسیله راب ه زیر بیان می شود. شیب یک خ  جریان ) خ ی با 

       

    
u

v

u

v

y

x

dx

dy














/

/







   

 

 و  است      0dثابت،   در طول یک خ  با   

0








 dy

y
dx

x
d


 

 بوسیله راب ه زیر داده می شود. -ثابت خ  با   –به طور مشابه شیب یک خ  پتانسیل 

    
v

u

y

x

dx

dy











/

/







    

بمر اسمت بما منفمی ثابت در هرنق ه برا مشاهده می کنیم که شیب یک خ  ؛  2و  1با مقایسه معادلات 

 ثابت برهم عمود هستند.    ثابت و      ثابت در آن نق ه : یعنی خ وط  عکس شیب خ 

   

 این خصوصیت خ وط پتانسیل و خ وط جریان برای تحلیل نواحی جریان بسیار مفید می باشد.

   
 

 پتانسیل سرعت -مثال

22یک میدان جریان که بوسیله  ayax   13داده شده و درآن  sa است نشان دهید که جریمان غیمر

 چرخشی است. برای این جریان، پتانسیل سرعت را تعیین نمائید:

 مثال

1 

2 
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22داده ها: جریان غیر قابل تراکم  با  ayax  13، که درآن  sa .است 

 خواسته ها: )الف( نشان دهید که جریان غیر چرخشی است.

 )ب( برای این جریان، پتانسیل سرعت را تعیین نمائید.

 .لتا  : 0zراه حل: اگر جریان غیر چرخشی است پس 
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u

x

v
z
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
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
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     پس   ayayax
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uوaxayax
x

v 22 2222 








 

     بنابراین    022222 2 

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
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
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


 aaay

y
ax

xy
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v
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 Z2 
                   بنابراین جریان غیر چرخشی است

 شته شوند:مولفه های سرعت برحسب پتانسیل سرعت می توانند به شکل زیر نو

x
u






              و
y

v





 

ay بدین ترتیب
x

u 2





           وay
x

2


   بمما انتگممرال گیممری نسممبت بممهx  خممواهیم داشممت

)(2 yfaxy  در این راب ه ،)(yf  هر تابع دلصواهy:است. پس 

 )(22 yfaxy
yy

axv 










 

 

 

 

بنا براین    
dy

df
ax

y

yf
axax 




 2

)(
0لتا    22

dy

df   و ثابتf . 

 پس خواهیم داشت :

axyثابت  2 

 
 بر هم عمود می باشند. ومی توان مشاهده کرد که خ وط ثابت همچنین 

 

       22 ayax      وcaxy  2 
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       ،aydyaxdxodثابت برای  22     ؛ لتا 
y

x
c

dx

dy





 

  ،axdyaydxdثابتبرای  220    ؛  لتا x

y
c

dx

dy







   

 ثابت عمود بر خ وط ثابت، منفی معکو  یکدیگر هستند. بنابراین خ وط  ثابت و  شیب خ وط 

 ثابت هستند.

 

 

 جریانهای صفحه ای ساده)شبکه جریان(

 

در  شکلهای زیادی از جریانهای پتانسیل، می تواند بوسیله ان باق بر الگوهای جریان ساده ایجاد شموند.

جدول پیوست، توابع  شمه ، چuniformشامل جریان یکنواخت  –برای پنج جریان دو بعدی ساده  و

sourceچاه ، sink  ورتکس ،vortex  و قرینهdoublet به صورت خلاصه نشمان داده شمده انمد. توابمع ،

  می توانند از میدان سرعت برای هر جریان ساده بدست آیند. و

 ، بیان کننمده معادلمه پیوسمتگی و حالمتxیک جریان یکنواخت با سرعت ثابت موازی با محور مصتصات 

توابع  6-1غیر چرخشی است. در جدول،  مشاهده  x را برای یک جریان یکنواخت در جهت مثبت و

 می نمائیم .

قمرار گرفتمه  به صورت شیبدار با زاویمه  X ثابت، که نسبت به محور Vبرای یک جریان یکنواخت با 

 است:

 
   
   xVyV

xVyV





cossin

sincos



 

 
است به گونه ای که جریان به صورت  xy(، دارای یک الگوی جریان در صفحه sourceیک چشمه ساده )

، qو به صورت متقارن نسبت به همه محورها خارج می شود. مقدار توانایی ،   zشعاعی نسبت به محور 

، برابر صفر V، از چشمه . سرعت مماسی، rحجم جریان در واحد عمق است. در هر شعاع ، چشمه برابر

، تقسیم بر س ح جریمان در واحمد  q ، برابر مقدار حجم جریان در واحد عمق، rVاست؛ سرعت شعاعی، 

چشمه،  است. بنابراین برای r2عمق، 
r

q
Vr

2
 توابع ., نشمان داده  6-1برای یک چشمه در جدول

 شده اند.
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( ، جریان بصورت شعاعی وارد می شود؛ چاه یک چشمه منفی است. توابع sinkدریک چاه) نشان  و

 ود برای یک چشمه می باشند.داده شده در جدول برای چاه، منفی توابع مشابه خ

محل اصلی یک چاه یک نق ه می باشد، لتا زمانی که شعاع به صمفر میمل ممی کنمد، سمرعت شمعاعی بمه 

 نهایت میل خواهد کرد.بی

اه ، چمrبنابراین زمانی که یک جریان حقیقی از یک چاه و یا چشمه شکل پیدا کند، برای بعضی از مقمادیر 

ین اجریان حقیقی خود نصواهند بود. ارزا مهم مفاهیم چاه ها و چشمه ها ها و چشمه ها دارای تشابه با 

است که زمانی که این جریانات با سایر الگوهای جریان های ساده ترکیب می شموند، الگوهمای جریمانی 

 ایجاد می گردد که تا حدود زیادی بیانگر جریانهای واقعی هستند.

( می باشد. در یک vortexمتحدالمرک  هستند، ورتکس ) الگوی جریانی که درآن خ وط جریان دایره ای 

ورتکس آزاد)غیر چرخشی( ذرات سیال در حالی که در اطراف مرک  ورتکس حرکت ممی کننمد، چمرخش 

لی ندارند. توزیع سرعت در یک ورتکس غیر چرخشی، می تواند با استفاده از معادله اولر و معادلمه برنمو

 تعیین شود.

 معادله برنولی بین هر دو نق ه ای از میدان جریان معتبر است. بمرای جریمان برای جریان غیر چرخشی،

 در یک صفحه افقی،

      


dVVdp 
1   

 

 مولفه معادله اولر عمود بر خ وط جریان می شود:

 

معادله اولر          
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 ادلات خواهد شد:ترکیب این مع

dr
r

V
dVV

dp
2





 

 از برابری آخر خواهیم داشت:

      
0)(

0





rVd

rdVdrV



 

 با انتگرال گیری از این معادله داریم:

 rVثابت       
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rVK، ورتکممس بصممورت Kپممارامتر توانممایی،)دبی( ،  2  تعریممف مممی شممود؛K عمماد دارای اب
t

L2 

 است)حجم جریان عبوری در واحد عمق(

ای ورتکس غیر چرخشی، تقریب نسبتاً قابل قبول از میدان جریان در یک گرد باد می باشد)به جم  ناحیمه

 که یک نق ه می باشد(.

 

اشمد. ایمن ( می بdoubletآخرین الگوی جریان از نوع ساده که در جدول آورده شده است، جریان قرینه)

جریان، بصورت ریاضی بوسیله برقراری یک چشمه و یک چاه  که دارای مقمادیر دبمی یکسمان و ادغمام 

فر ص، بین آنها )چشمه و چاه( به dsشده ای هستند، ایجاد می گردد.  در یک محدوده، در حالیکه مسافت، 

میل می کند، توانایی آنها اف ایش می یابد؛ لتا مقدار تولید 




2

s
q  ،به یک مقدار محدودکنمد کمه ، میل می

 بیانگر مقدار توانایی جریان قرینه می باشد.
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 superpositionحالتهای ترکیبی جریانهای دو بعدی ساده 

در بصش قبلی، مشاهده کردیم که توابع  ریان غیر قابل تراکم و غیر چرخشمی بمه صمورت برای ج,

که معادله لاپلا  یک معادله دیفرانسیل ج یمی همگمون خ می معادله لاپلا  نوشته می شوند. از آنجایی

است، معادلات جریانهای دو بعدی ساده می توانند روی همم قمرار داده شموند)به همم اضمافه شموند( تما 

12د. بنابراین، اگر الگوهای جریان مرکب و جالبی به دست آین , ،شرای  معادله لاپلا  را داشته باشند

213پس به همین ترتیب     نی  شرای  معادله لاپلا  را دارد. جریانهای صفحه ای ایجاد شمده از

 نامیده می شوند. superpositionاین حالات 

 نهای ساده، ایجاد الگوهای مشابه موارد عملی است.موضوعیت اصلی حالتهای فوق العاده جریا

ود جتب تعلق دارد که ریاضی دانان بسیاری را به خ 1900کار بر روی این الگوها به سالهای قبل از        

 کرده بود.

ه در سالهای آخر قرن نوزدهم، دانشمندان هیدرودینامیک در ایجاد نتایجی که با واقعیت همصموانی داشمت

 م ماندند. دو چی  این حالت را تغییرداد: باشد، ناکا

قمه اول، آقای پرانتل مفهوم لایه های مرزی را معرفی نمود و به تئوری مربوط به آن پرداخمت و دوم علا

 گسترا پیدا کرد. 1900مندی به دانش هوا نوردی ب ور گسترده ای  در اول دهه 

که اثرات ل وجت محمدود بمه یمک لایمه ممرزی  پرانتل با آنالی  ریاضی و آزمایشهای ساد ه ای نشان داد

نازك در قسمتهای ن دیک  جداره یک جریان است. حتی برای سیالات حقیقی، جریان خارج از لایه مرزی 

مانند یک سیال بدون ل وجت رفتار می کند. گرادیان فشار از درون جریمان روی لایمه ممرزی تماثیر ممی 

 گتارد.
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نهای ساده ممکن است اسمتفاده گمردد. روا مسمتقیم، در برگیرنمده ترکیمب دو روا برای ترکیب جریا

جریانهای ساده است. سپس مستقیماً الگوی خ وط جریان، شکل جریان، میدان سمرعت، نق مه سمکون و 

اند، توزیع فشار محاسبه می شوند. مثالهای متعددی از الگوهای جریان که با روا مستقیم به دست آمده

 ده شده اند.در جدول نشان دا

ان مثال زیر، ترکیب یک جریان قرینه با یک جریان یکنواخت را نشان می دهد، که ترکیب آنها الگوی جریم

ایده آل در اطراف یک سمیلندر را نشمان ممی دهمد. الگوهمای جریمان پیچیمده ممی توانمد بوسمیله ترکیمب 

ردن توزیع فشار دلصمواه جریانهای ساده بدست آید. روا معکو ، شکل بدنه جریان را برای بدست آو

 محاسبه می کند. این روا نیاز به محاسبات کامپیوتری زیادی دارد تا توزیع فشار دلصواه بدست آید.

امروزه از روشهای مستقیم یا معکو  با استفاده از برنامه همای بم رگ کمامپیوتری بمرای حمل مسمائل 

 پیچیده سه بعدی استفاده می شود.

 

 جریان ترکیبی جریان قرینه و جریان یکنواخت سیلندر:مثال: جریان در اطراف یک 

ر ترکیب یک جریان قرینه و جریان یکنواخت بیمانگ ، برای جریان دوبعدی، غیر قابل تراکم، غیر چرخشی 

جریان در اطراف یک سیلندر دایره ای شکل می باشد. تابع جریان و پتانسمیل سمرعت بمرای ایمن الگموی 

سرعت را پیدا کنید: نقاط سکون و س ح سیلندر را مشصص کنید و توزیع جریان را بدست آورید. میدان 

 فشار س حی را بدست آورید.

 

ده یک مثال:       داده ها: جریان دو بعدی، غیر قابل تراکم، غیر چرخشی ایجاد شده توس  حالت فوق العا

 جریان قرینه و جریان یکنواخت.

 خواسته ها:

 الف: تابع و پتانسیل سرعت  

 یدان سرعتب: م

 ج: نقاط سکون

 د: س ح سیلندر

 ه: توزیع فشار س حی

راه حل: توابع جریان می توانند با هم جمع شوند. زیرا میدان جریمان غیمر قابمل تمراکم و غیمر چرخشمی 

 است. 

 بنابراین از جدول قبل تابع جریان برای ترکیب خواهد شد.
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arول    قابل توجه اینکه در ط    :0داریمrV بنابراین این حالت بیانگر جریمان اطمراف یمک سمیلندر ،

دایره ای است همان ور که در جدول نشان داده شده است، جریان غیر چرخشی اسمت، بنمابراین معادلمه 

یلمی گیری این معادله بین یک نق مه در خبرنولی بین هر دونق ه درون جریان می تواند بکار رود. با بکار

 بالا دست و یک نق ه روی س ح سیلندر )با صرفنظر از اختلاف ارتفاع( خواهیم داشت:
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 این مسئله، روشهای مورد استفاده برای ترکیب جریانهای صفحه ای ساده برای

 رح می دهد.بدست آوردن یک الگوی جریان کاربردی را ش
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 خیصه مطالب فصل

 

 

 در این فصل م الب زیر مورد م العه قرار گرفت:

ج: مصتصممات اسممتوانه ای ب: مصتصات مست یلی      معادلات اولر به اشکال:     الف: برداری -1

 د: خ  جریان

های انتگرال گیری از معادله اولر در طول خ  جریان برای بدست آوردن معادله برنولی. محدودیت -2

 معادله برنولی

 تعریف فشار استاتیک، فشار سکون و فشار دینامیکی -3

 معادله غیر ماندگار برنولی در طول خ  جریان و بیان محدودیتهای آن -4

لی دیدیم که برای جریان ماندگار، غیرل ج، غیر قابل تراکم که غیر چرخشی نی  باشد معادله برنمو -5

 بین هردو نق ه از جریان قابل بکارگیری است.

 برای جریان دوبعدی، غیر چرخشی، غیر قابل تراکم -6

 ، با استفاده از میدان سرعت ) معادله سرعت( الف: تعیین پتانسیل سرعت، 

 ب: تعیین معادله سرعت با استفاده از معادله پتانسیل سرعت، 

 ثابت برهم عمودند ثابت و ج: ملاحظه شد که خ وط 

 و بعکس با استفاده از  د: تعیین 

 ، برای یک جریان دو بعدی، غیر چرخشی پیرامون یک جسم تعیینبا داشتن تابع جریان،  -7

 الف: معادله جسم

 فشار در طول س ح جسمب: توزیع 
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 مپنجفصل 
 

 External Incompressible  Viscous Flowجریان لزج غیر قابل تراکم بیرونی       

 

جریانهای بیرونی جریانهای روی اجسام غوطه ور در یک سیال نامحدود ممی باشمند. جریمان روی یمک 

 لهایی از جریانهای بیرونی هستند)شمکل(.صفحة  صاف نسبتاً نامحدود و جریان از روی یک سیلندر، مثا

ن هدف ما در این فصل بیان رفتار سیالات ل ج غیر قابل تراکم در جریان بیرونی است. در شکل یک جریا

یمن ل ج در رینالدز بالا در حال عبور از یک بال هواپیما نشان داده شده و پدیمده همای بسمیاری کمه در ا

 شکل تشریح شده اند.جریان روی یک جسم ایجاد می شود روی 

جریان آزاد در نق ه سکون تقسیم شده و در اطراف جسم جریان می یابد. سمیال روی سم ح در حالمت 

بدون لغ ا باقی مانده و روی سرعت بدنه اثر می گتارد.)در شکل برای وضموح بیشمتر ضمصامت لایمه 

یه های مرزی ابتدا ورقمه مرزی روی هر دو س ح ب رگتر از واقعیت نشان داده شده است.( جریان در لا

ای است، جریان حد واس )بینابین( به طرف درهم بسته به حالت جریمان آزاد، زبمری سم ح و گرادیمان 

ده شدر شکل مشصص ‹‹ T››فشار، با مقداری فاصله از نق ه سکون اتفاق می افتد. نقاط بینابین با علامت 

های مرزی ورقه ن با سرعت زیادی نسبت به لایهاند. لایه مرزی درهم )آشفته( درست بعد از ناحیه بینابی

ای رشد می نماید. بر اثر ایجاد ضصامت لایه های مرزی روی س ح، خ وط جریان مقداری تغییمر مکمان 

 خواهند داشت. در من قه ای که فشار اف ایش می یابد )گرادیان فشار معکو (، جدایی جریان ممکن است

مشصص شده اند. سیالی که در لایه های مرزی روی س وح ‹‹ S››رخ دهد. نقاط جدایی در شکل با علامت

 را می دهد. viscous wakeحجم قرار داشت، بعد از نقاط جدایش تشکیل جریان برگشتی 
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 این فصل اختصا  به جریانهای لایه مرزی دارد. بعد از بحث در مورد مفهوم لایه مرزی، راه  Aقسمت 

ورقه ای روی یک صفحه صاف)گرادیان فشار صفر( ارائه شده اسمت.  حل کامل برای جریان لایه مرزی

که راه حلهای دقیق برای لایه های مرزی درهمم وجمود نمدارد. راه حلهمای تقریبمی بایمد ممورد از آنجایی

ولیمه استفاده قرار گیرد. معادله انتگرالی مومنتم برای گرادیان فشمار غیمر صمفر بما اسمتفاده از قموانین ا

برای راه حلهای تقریبی استصراج گردیده است. راه حلهای تقریبی برای جریان ورقه ای بصورت اساسی 

های مرزی و درهم روی صفحات صاف مورد توجه قرارگرفته است. راه حلهای تقریبی برای جریان لایه

با گرادیانهای فشار خارج از اهداف این بصش است، اثرات گرادیانهمای فشمار روی جریانهمای لایمه همای 

 مرزی مورد بحث قرار گرفته است.

بال هواپیمای نشان داده شده در شکل تحت تاثیر نیروی خالص ناشی از نیروهای برشی و فشاری وارد 

،  نیمروی  Uبر س وح خود قرار دارد . مولفه نیروی خالص مموازی بما جریمان یکنواخمت بمالا دسمت، 

حضور نیروی بالا برنده نامیده می شود. Uیروی خالص عمود بر کششی نامیده می شود؛ با مولفه ن

. در قسمت جدایی در جریان مانع از تعیین حل ریاضی مقدار نیروی بالابرنده و نیروی کششی است

B وی بمالا برنمده و کششمی این فصل، آنالی  تقریبی و همبستگی های ارقام تجربی بدست آمده برای نیر

 روی تعدادی از اجسام متفاوت ارائه شده است.
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 لایه های مرزی     Aقسمت 

 

 مفهوم لایه مرزی 

 1904آلممانی در سمال  aerodynamicistدانشممند  لادویمگ پرانتملمفهوم لایه مرزی اولین بار توسم  

 معرفی گردید.

 ر دو مسیر تقریباً مصتلف پیشرفت نموده بود.پیش از تحقیقات پرانتل، علم مکانیک سیالات د

 نشمأت گرفتمه از معادلمه حرکمت اولمر بمرای یمک سمیال بمدون ل وجمت اسمت. هیدرودینامیک تئوری، 

از آنجایی که نتایج حاصل از هیمدوردینامیک بما خیلمی از مشماهدات تجربمی تنماق، داشمت، مهندسمین 

دادند. این م العات بمر ارقمام تجربمی اسمتوار  کاربردی کارهای تجربی خود را در هیدرولیک توسعه می

 بود که با نتایج کارهای ریاضی مح، هیدرودینامیک تئوری مقدار نسبتاً زیادی فاصله داشت.

مّما استوکس( قبل از پرانتل شناخته شده بود، ا –هر چند معادلات کامل حرکت سیال ل ج )معادلات ناویر 

د چند حالمت مماده( ممانع از شمناخت رفتمار جریانمات لم ج مشکل حل ریاضی این معادلات )بج  در مور

 گردید. 

 یکه خیلی از جریانهای ل ج می توانند بوسیله تقسمیم نممودن جریمان بمه دو ناحیمه، یکم پرانتل نشان داد

یمه مورد تج یه و تحلیل واقع شوند. تنها در ناح ن دیک به بدنه سصت مرزی، و دیگری بقیه میدان جریان

رزی، اهمیت پیدا می کند. در ناحیه بیرون از لایه م های جامد )لایه مرزی( اثرات ل وجتنازك مجاور مرز

 اثرات ل وجت قابل صرف نظر می باشند و سیال مانند سیال بدون ل وجت رفتار می نماید.

مفهوم لایه مرزی اتصال بین تئوری صرف و عمل را ایجاد نمود. مضافاً اینکمه مفهموم لایمه ممرزی حمل 

 استوکس برای همه میدان جریان امکمان پمتیر –ریان ل ج که از طریق بکارگیری معادلات ناویر مسائل ج

استوکس معمول می باشد.( بنابراین معرفمی  -نبود، ممکن ساخت )امروزه حل کامپیوتری معادلات ناویر

 مفهوم لایه مرزی شروع دوره جدید مکانیک سیالات محسوب می شود.

 های ل وجت و اینرسی اهمیت دارند.در لایه مرزی هر دو نیرو

در نتیجه من قی است که عدد رینالدز )که بیانگر نسبت نیروهمای اینرسمی بمه ل وجتمی اسمت( در تعیمین 

 وضعیت جریانهای لایه مرزی دارای اهمیت باشد.

مشصصه طول بکار گرفته شده در عدد رینالدز، می تواند هم مقدار طول در جهت جریان که لایمه ممرزی 

آن ایجاد گردیده باشد و یا اندازه ضصامت لایه ممرزی )ماننمد جریمان در یمک مجمرای بسمته( باشمد. در 

جریان در یک لایه مرزی ممکن است ورقه ای یا درهم باشد. در لایه مرزی مقدار مشصص و ثابتی بمرای 

وجود ندارد. از میان عدد رینالدز که در آن ناحیه انتقال )بینابین( از جریان ورقه ای به درهم رخ می دهد، 
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فاکتورهایی که بر لایه مرزی بینابین اثر دارند می توان از گرادیان فشار، زبمری سم ح، انتقمال حمرارت، 

نیروهای وزنی و آشفتگی های جریان آزاد نام برد. ج ئیات بررسی این اثرات فراتر از اهداف ایمن در  

 می باشد.

وی یک صفحه طویل مس ح تشکیل می شود. مثالهمایی از در خیلی از حالات جریان حقیقی، لایه مرزی ر

 این لایه شامل جریان روی بدنه کشتی و زیر دریایی، بالهای هواپیما و حرکت هوا روی زمین مس ح می

که اسا  طرح همه این جریانها با حالت سماده جریمان روی یمک صمفحه مسم ح قابمل باشند. از آنجایی

 مورد رسیدگی قرار می دهیم. تشریح می باشد، ابتدا این حالت را

در شکل زیر نحوه گسترا لایه مرزی روی یک صفحه مس ح با یمک شمکل توصمیفی نشمان داده شمده 

است. لایه مرزی برای یک فاصله کوتاه پایین دست لبمه صمفحه ورقمه ای ممی باشمد؛ بینمابین در ناحیمه 

رزی ممدست تما نق مه ای کمه جریمان لایمه کوتاهی اتفاق می افتد، ناحیه بینابین ) انتقالی ( به طرف پایین 

 کاملاً درهم شود، ادامه یافته است.
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برای جریان غیر قابل تراکم روی یک صفحه مس ح صاف )گرادیمان فشمار صمفر( بمدون وجمود انتقمال 

 حرارت، و اگر آشفتگی های بیرونی ناحیه به حداقل برسد انتقمال از جریمان ورقمه ای بمه درهمم در لایمه

ن است تا عدد رینالدز مرزی ممک













Ux
Rex  .بیشتر از یک میلیون نی  به تاخیر بیافتد 

ولی طمبرای محاسبات تحت حالات جریان کاربردی، شروع ناحیه انتقال )بینابین(، معمولاً در عدد رینالدز 

در نظر گرفته می شود. برای هوا در شرای  استاندارد با سرعت آزاد  500000
s

mU 30  این مقمدار

m.x، در مسیر صفحه xبه طول،  240  مربوط است. در شکل می توانیم ببینیم که لایمه ممرزی درهمم بما

سرعت بیشتری نسبت به لایه مرزی ورقه ای رشد می نماید. در بصشهای بعدی این فصل خواهیم یافمت 

 که این وضعیت کاملاً درست می باشد.
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 ضخامت لایه مرزی 

 

لایه مرزی ناحیه ای است ن دیک بمه سم ح جاممد کمه در آن نیروهمای ل وجتمی  دارای اهمیمت هسمتند. 

درصمد از سمرعت  1، معمولاً بصورت فاصله از سم ح تما نق مه ای کمه سمرعت ضصامت لایه مرزی، 

ه روفیل سرعت بتدریج و در فاصله ای طولانی بمجریان آزاد فاصله دارد، تعریف می شود. از آنجائیکه پ

 ، مشکل است.خ وط آزاد وصل می شود، اندازه گیری ضصامت لایه مرزی ، 

 

 
اثر نیروهای ل وجتی در لایه مرزی، کند کردن جریان است. مقدار جریان جرمی عبوری ن دیک به سم ح 

قدار جریان جرمی عبوری از این من قه در حالمت بمدون حضمور جامد )با حضور لایه مرزی(، کمتر از م

 لایه مرزی می باشد.

کاهش در مقدار جریان جرمی عبوری بر اثر وجود نیروهای  ل وجتی برابمر  wdyuU 


.

  اسمت کمه

 پهنای صفحه در جهت عمود بر جریان می باشد. wدر آن 

، فاصمله ای می بود. ضمصامت تغییمر مکمان، Uر مق ع اگر نیروهای ل وجتی وجود نداشتند، سرعت د

است که در آن مرزهای جامد باید جابجا شوند تا در یک جریان بدون اص حکاك مقمدار کمبمود جریمان 

جریان جرمی کمبود  جرمی برابر کمبود جریان با حضور لایه مرزی بشود. جابجایی مرزها به اندازه 

wU   را بدنبال خواهد داشت. بنابراین همان ور که در شکلa 3/9  :شرح داده شده است 

 wdyuUwU  




0

 
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 است و داریم: برای جریان غیر قابل تراکم، ثابت = 

 






















0 0

11



 dy
U

u
dy

U

u 

y ،Uuاز آنجائیکه در    است، تابع زیر انتگرال برایy .باید اساساً صفر باشد 

همچنین تاخیر جریان در لایه مرزی باعث کاهش در شارمومنتم در همر مق مع نسمبت بمه جریمان بمدون 

ل وجت می گردد. کاهش مومنتم مقدار جریان جرمی واقعمی، 


0

uwdy در لایمه ممرزی برابمر اسمت بما ،

 



0

wdyuUu اگر نیروهای ل وجتی وجود نداشتند، لازم بود کمه مرزهمای سمصت جریمان بمه طمرف .

نشمان  داخل جابجا شوند تا مقدار کاهش مومنتم بدست آید؛ در این فاصله )ضصامت ممومنتم( کمه بما 

wUمقدار کاهش مومنتم برابر  داده می شود،   خواهد بود.2

تعریف می شمود کمه در آن مقمدار  U، بصورت ضصامت لایه ای از سیال با سرعت ضصامت مومنتم، 

 شارمومنتم برابر مقدار کاهش شارمومنتم در لایه مرزی تعریف می شود. بنابراین همان ور که در شکل

b 3/9 .تشریح شده است 

 



0

2 dyuUuU  

 است و داریم: برای جریان غیر قابل تراکم،     ثابت 

 


















 


oo

dy
U

u

U

u
dy

U

u

U

u
11 

 صفر می باشد     yبار دیگر مقدار تابع زیر انتگرال برای  

ضصامت انتگرالی هستند، زیرا تعماریف آنهما برحسمب     و      و ضصامت مومنتم،  مقدار جابجایی 

ز مقادیر انتگرال در فاصله لایه مرزی می باشند. به همین دلیل ساده تر است که این دو مقدار با استفاده ا

 ، مورد ارزیابی واقع شوند. تجربی برای تعیین ضصامت لایه مرزی، 

مشاهده کردیم که پروفیل سرعت در لایه های مرزی بتدریج بصمورت مماسمی بمه سمرعت آزاد جریمان 

وصل می شود. مفروضاتی که برای ساده کردن مسئله معمولاً برای تج یه و تحلیمل مهندسمی گسمترا 

 لایه مرزی در نظر گرفته می شود عبارتند از :

Uu  داریم    y در -1  

o داریم  y در -2
y

u 


 

 Uv درون لایه مرزی -3

 نتایج تج یه و تحلیل که در دو بصش بعدی ارائه شده، نشان می دهد که لایه مرزی نسبت به طول

 ترا آن در طول صفحه بسیار نازك می باشد. بنابراین می توان فرض کرد که:گس
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رزی تغییرات فشار در لایه نازك مرزی قابل صرفنظر می باشد. توزیع فشار در جریان آزاد بر لایه  م -4

 اثر می گتارد.

 

 مثال:  لایه مرزی در جریان تونل

 میلی متر است.  305د یک تونل آزمایشگاهی باد، دارای مق ع مربعی به ابعا

 پروفیلهای سرعت لایه مرزی در دومق ع اندازه گیری شد و ضصامت جابجایی از پروفیلهای اندازه گیری

( که در آن جریان آزاد دارای سرعتی برابمر  1شده بدست آمدند. در مق ع )
s

mU 261   اسمت ، مقمدار

*ضممصامت جابجممایی 

1mm1.5  ( 1( واقممع شممده در پممائین دسممت مق ممع )2مممی باشممد. در مق ممع   )

*

22.1mm ( را. نتایج را بصورت 2(و )1می باشد. محاسبه کنید مقدار تغییر فشار استاتیک بین مق ع )

ای ( بیان کنیمد. فمرض کنیمد شمرای  همو1(  در مق ع )freestreamنسبتی از فشار دینامیک جریان آزاد )

 استاندارد وجود دارد.

 مثال

mmLداده ها: جریمان اسمتانداردهوا در تونمل آزمایشمگاهی بماد. مق مع انمدازه گیمری مربعمی بما  305                           

*.mmاست ضصامت جابجایی 511  وmm.* 122    هستند. جریان آزاد دارای  سرعت
s

mU 261   .است 

 

در  ( . )بصورت نسبی از فشار دینامیک جریمان آزاد2( و )1خواسته: تغییر در فشار استاتیک بین مقاطع )

 بیان کنید.( 1مق ع 

 

 راه حل:

از مفهوم ضصامت جابجایی برای پیدا کردن س ح جریان مموثر بمرای جریمان آزاد بیمرون از لایمه همای 

 ستفاده کنید. پروفیلهای سرعت لایه مرزی واقعی را با پروفیلهای یکنواخمت سمرعتنازك مرزی دیواره ا

 جایگ ین نمائید همان ور که در شکلهای زیر نشان داده شده است:
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با بکارگیری معادلات پیوستگی و برنولی برای خ  آزاد جریان در ناحیه بیرون ضصامت جابجمایی لایمه 

 ل صرفنظر می باشد، خواهیم داشت:مرزی، که درآن اثرات ل وجت قاب

 

                    معادلات اساسی: 



 dA.Vd

t
cv


0 

           gz
Vp

gz
Vp


22

2

22

1

2

11


  

 مفروضات :

 جریان ماندگار (1

 جریان غیر قابل تراکم (2

 ، یکنواخت*جریان در هر مق ع بیرون از  (3

 2و  1ن مقاطع جریان در طول خ  جریان بی (4

 عدم وجود اثرات اص کاك در خ  آزاد جریان (5

 صرفنظر از تغییرات ارتفاع (6

 از معادله برنولی بدست می آوریم:
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




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21 



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


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
 

22221111از معادله پیوستگی داریم  AUAVAUAV   بنابراین ،
2

1

1

2

A

A

U

U
              که درآن 

 2*2 LA : س ح جریان موثر می باشد. با جایگ ینی خواهیم داشت 

= 0 
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امت جابجایی را تشریح نموده است. جریان ل ج حقیقی با لایه های ممرزی این مسئله کاربرد مفهوم ضص

 مدل گردید. *با یک جریان یکنواخت بدون ل وجت و با جابجایی مرزها به طول 

 

 لایه مرزی ورقه ای روی یک صفحه صاف: راه حل دقیق

بوسمیله بلاسمیو  بدسمت  1908در سال راه حل برای لایه مرزی ورقه ای روی یک صفحه صاف افقی 

آمده است. برای جریان دو بعدی،  ماندگار، غیر قابل تمراکم بما گرادیمان فشمار صمفر، معمادلات حرکمت 

 مربوطه به شکل زیر کاهش می یابند:

 

0  پیوستگی (1









y

v

x

u
 

 

 ناویر استوکس (2
2

2

y

u

y

u
v

x

u
u






















 

 

 با شرای  مرزی:

 0y  ، 0u در 

y ، Uu در    0
dy

du. 

 

بلاسیو  استدلال کرد که پروفیل سرعت 
U

uباید برای همه مقادیر ،x  وقتی در مقابل فاصله بدون بعمد

، یک انتصماب طبیعمی بمود بمرای بمدون بعمد ز دیواره رسم شوند، مشابه باشند؛  ضصامت لایه مرزی،ا

 کردن فاصله از دیواره. در نتیجه راه حل به شکل زیر خواهد بود:

 g
U

u
  که درآن   




y 
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استدلال کرد که     براسا  راه حل استوکس، بلاسیو 
U

x
    

   قرار داد:و
x

U
y


  

 

 ، که درآن      با معرفی کردن تابع جریان ،   

    
y

u





        و
x

v





 

در معادلمه  ,uvجایگ ینی 
2

2

y

u

y

u
v

x

u
u














 معادلمه بمه معادلمه ای بما یمک متغیمر وابسمته کماهش ، 

 می یابد. با تعریف تابع جریان بدون بعد بصورت: 

     
xU

f



 )( 

در معادله   
2

2

y

u

y

u
v

x

u
u














     ، f  متغیر وابسته  و   متغیر غیروابسته خواهند شد. با  

تعریف شده بوسیله معادله      تعریف شده بوسیله معادله فوق و
vx

U
y  می توانیم هر ج ء از

معادله
2

2

y

u

y

u
v

y

u
u














  .را محاسبه نمائیم 

 سرعت با رواب  زیر داده می شوند:مولفه های 

     









d

df

U

u

x

U

d

df
xU

yy
u 













 

 و





































 f

x

U

xd

df
vxUf

x

U

x

f
xU

x
v










2

11

2

1

2
1

 









 f

d

df

x

U
v






2

1 

 
 با مشتق گیری از مولفه های سرعت، همچنین می توان نشان داد که:

   

       
2

2

2 


d

fd

x

U

x

u




 

       
2

2

/



d

fd
xUU

y

u




 
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 و

 

       
3

32

2

2

xd

fdU

y

u




 

با جایگ ینی این رواب  در معادله    
2

2

y

u

y

u
v

x

u
u














    :بدست می آوریم 

 

      02
2

2

3

3


 d

fd
f

d

fd 

 

 با توجه به شرای  مرزی:

0          ،0                در   
d

df
f 

                ،1   در   
d

df 

 

معادلات دیفرانسیل ج یی درجه دوم بیان کننده گسترا لایه مرزی ورقه ای روی یک صفحه صاف. 

ه غیر سجه ( با توجه به شرای  مرزی داده شده فوق به یک معادله دیفرانسیلی معمولی در2و  1)معادلات

 خ ی تبدیل شده است.

 

حل معادله فوق به شکل بسته امکان پتیر نیست. بلاسیو  با بکارگیری بس  سری های توانی پیراممون 

   که در      به سمت یک بس  خ  مجانب میل می کند، آن را حل نمود. این معادله بعداً توس

Howarth   رقمم اعشمارگ ارا گردیمد.  5با روشهای عددی به صورت دقیق تری حل شد کمه نتمایج تما

،    fمقادیر عددی 
d

df     ،
2

2

d

fd  کوتما -با یک کامپیوتر با بکارگیری روا عمددی را نمج 1/9در جدول

 بدست آمده اند.    4درجه 
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رگیری مقادیر از جدول فوق پروفیل سرعت به شکل بدون بعد بارسم با بکا
U

u    در مقابمل  بدسمت ،

رسم شده است. پروفیلهای سرعت اندازه گیری شده در   a3/9آمده است. پروفیل بدست آمده در شکل

آزمایشگاه به صورت بسیار عالی با نتایج راه حمل تحلیلمی همصموانی دارد. پروفیلهما از هممه نقماط یمک 

صفحه صاف، شبیه یکدیگر هستند)وقتی همه آنها به صورت بدون بعد رسم شوند به شکل یمک پروفیمل 

 در می آیند(،

 

0.5  ،992.0ازجدول  فوق مشاهده می شود که در
U

u   ، با توجه به اینکمه ضمصامت لایمه ممرزی  .

     به صورت مقدار  ،y    99.0که درآن
U

u        تعریف شده است از معادله
x

U
y


     خمواهیم

 داشت:

 

x

x

x
U Re

0.50.5




 

 

 مشصص شده است. a 3/9، در پروفیل سرعت رسم شده در شکل  ضصامت لایه مرزی   ، 

 تنش برشی دیواره بوسیله راب ه زیر بیان می شود:

ooy

w
d

fd

x
UU

y

u






















2

2
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 پس

x

Uo

x
UUow

Re

332.
332.

2
  

 

 می شود:با راب ه زیر داده  fCو ضریب تنش برشی دیواره،  

 

x

w
f

U
C

Re

664.0

2
1 2




 

 

، بما  fCو ضریب اص کاك  س حی،   w،  تنش برشی دیواره همه نتایج برای ضصامت لایه مرزی ، 

2. ضصامت لایه مرزی با اف ایش ،  با توان یک دوم ارتباط دارند xReعدد رینالدز طولی، 
1

x  اف ایش می ،

یابد ، و تنش برشی دیواره و ضریب اص کاك س حی با   
2

1
1

x
تغییر می نماینمد.   ایمن نتمایج رفتمار   

 لایه مرزی ورقه ای روی یک صفحه صاف را مشصص می نماید.

 صفحه صاف : حل دقیق  لایه مرزی ورقه ای روی یک –مثال 

ی روی ، کمیتهای زیر را برای جریان لایه مرزی ورقه ا 1/9با استفاد از نتایج عددی ارائه شده در جدول 

 یک صفحه صاف بدست آورید

الف(          


  بدست آورید(.      و وقتی که      5)برای          *

ب(            
U

v                                                               در لبه لایه مرزی       

 ئید.مقایسه نما xدر مقابل  ج(      شیب خ  جریان در لبه بالایی مرزی را با شیب 

 

 مثال 

 .  1/9داده ها: راه حل عددی برای لایه مرزی ورقه ای صفحه صاف، جدول 

خواسته ها:  )الف(    


  حساب کنید(.   و در   5)   برای     *

)ب(              
U

v  ی لایه مرزیدرلبه بالای 

 xدر مقابل  )ج(        مقایسه شیب خ  جریان در لبه لایه مرزی با شیب        

 راه حل:

 ضصامت جابجایی با معادله زیر تعریف شده است:

 


















 s

oo
dy

U

u
dy

U

u
11*   
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ازمعادله  
x

U
y


  داریم :    

U

x
y

U

x
ddy





  , 

 

 پس










 
















 maxmax

11
oo

d
U

u

U

x
d

U

x

U

u 

 

5maxیا            ،max*در معادله  yتوجه:  حد بالایی       است. )از معادله
x

U



5

 ) 

    پس:
5




U

x 

    


 

d
U

u

o 









max

1
5

1*

 

 

با جایگ ینی از معادله  
d

df
Uu   :بدست می آوریم 

     










max

1
5

1 





o

d
d

df 

 با انتگرال گیری خواهیم داشت:

         max

5

1*






of 

5maxبا محاسبه برای     :خواهیم داشت 

        343.02833.30.5
5

1*




 

 
 



5




 
مقدار    f    7برای   8یک مقدار ثابت خواهد شد. محاسبه برایmax  می دهد 

  344.02792.60.8
5

1*




 

 
 








 
بنابراین 



   5درصد ب رگتر از   24/0می شود*    از معادله .








 f

d

df

x

U
v





2

 داریم: 1


















 f

d

df
f

d

df

UxU

v

x








Re2

1

2
1 

 

با محاسبه در لبه لایه مرزی  5   :بدست می آوریم 
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  
xxx

U

v

Re

84.0

Re

837.0
2833.39915.05

Re2

1
 

 
 
5

u
u

 
410Reدر      Uدرصد   85.0تنها     vبنابراین  x    .است 

5105Reدر  Uدرصد 12.0و فق  حدود  x.است 

شیب لبه  لایه مرزی از معادله زیر بدست می آید:     
x

U

v

u

v

dx

dy

Re

84.0
 

U

x

vx
U


 5

5
               : بنابراین

x
Ux

x
Re

5.2
5.2

2
1 2

1


   

Udx

d 
5 

                                پس:
dx

d

dx

d

dx

dy 
336.0

5.2

84.0




 

 خ  جریان                                 

 
ر این نتیجه نشان می دهد که خ وط جریان، لبه لایه مرزی را به داخل نفوذ ممی دهنمد. هممان ور کمه د  

 شکل نشان داده شده است

 
 صاف را تشریح می نماید. این مسئله کاربرد نتایج حل عددی لایه مرزی ورقه ای روی یک صفحه

 

 

 

 

 معادله انتگرالی مومنتم

حل دقیق بلاسیو  راب ه ای برای ضصامت لایه مرزی ،  x ،و تنش برشی بدنه ، xw  .ایجاد نممود ،

مشصص شد که پروفیل همای سمرعت وقتمی بمه صمورت بمدون بعمد بمه صمورت  
U

u   در مقابمل


y       

formclosedرسم شوند، مشابه می باشند. راه حل       برای پیدا کردن پروفیل سرعت وجود نداشت و

 راه حل عددی مورد نیاز بود.

formclosedروشهای تقریبی برای بدست آوردن راه حل     ی ورقه ای روی یک برای جریان لایه مرز

 صفحه صاف مورد استفاده قرارمی گیرد.

روشهای تقریبی مشابه ای ممکن است برای حل چگونگی گسترا لایه مرزی درهمم) توربولنمت( ممورد 

که راه حلهای دقیق برای لایه های مرزی درهم وجود ندارد، راه حل تقریبی استفاده قرار گیرد. از آنجایی



           گروه سازه های هیدرولیکی دانشکده مهندسی علوم آب                                          ودینامیکدرسی هیدرجزوه  - قمشیمهدی 

 132 

یر است. در این بصش ما باید به یک آنالی  که ما را قادر به بدست آوردن تقریب برای این حالت گری  ناپت

ن دیکی از ضصامت لایه مرزی ورقه ای یا درهم به صورت تابعی از مسمافت در طمول یمک صمفحه ممی 

نماید، دست یابیم. ما باید دوباره معادلات انتگرالی را برای حجم کنترل به کمار بمریم. همدف مما  بدسمت 

معادله ای است که ما را قادر به پیش بینی تقریبی چگونگی رشد لایه مرزی به صمورت تمابعی از  آوردن

مسافت در طول س ح بنماید. ما باید راب ه ای که بتواند برای جریمان ورقمه ای و درهمم کماربرد داشمته 

 باشد استصراج نمائیم و راب ه نباید محدود به جریانهای باگرادیان فشار صفر باشد. 

 ک جریان غیر قابل تراکم، ماندگار، دو بعدی روی یک س ح جامد فرض نمایئد. ضصامت لایه مرزی ، ی

 رشد می نماید. x، با اف ایش فاصله ، 

، و ارتفماع   wپهنمای  ، dxبرای تحلیل جریان، ما می توانیم یک حجم کنترل دیفرانسمیلی بما طمول  x 

 انتصاب نمائیم، همان ور که در شکل نشان داده شده است.

 
 

        cdو  abممی باشمد.  جریمان جرممی در سم وح x، برحسمب  هدف ما تعیین ضصامت لایه ممرزی ، 

 چه؟   bcوجود خواهد داشت.   در س ح    abcdاز حجم کنترل دیفرانسیلی

 آیا جریان جرمی در روی این س ح خواهیم داشت؟ م ابق آنچه که اخیراً در مورد لایه های مرزی مورد

رممی دریافتیم که لبه بالایی لایه مرزی یک خ  جریان نیست، لتا جریان ج 2/9مثالبحث قرار دادیم و در 

بر یک مرز سصت من بق است، جریمانی  adکه س ح کنترلوجود خواهد داشت . از آنجایی  bcدر س ح

ز بررسی نیروهای وارده بر حجم کنترل و مقدار مومنتم عبوری از وجود نصواهد داشت . قبل ا    adاز  

ه بس ح کنترل، اجازه دهید معادله پیوستگی را برای تعیین جریان جرمی از میان هر ج ء از س ح کنترل 

 کاربریم.

 الف. معادله پیوستگی 

                                                                               0= 

AdVdمعادله اساسی:                                                  
t cscv


.0  




  
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 ( جریان ماندگار1مفروضات )

 ( جریان دوبعدی2)                

cdbcab    پس:                                                     mmm    AdV
cs


.0  

 

cdabbc                                                                         یا    mmm   

 

 بدست می آوریم wحال، اج اء معادله را برای حجم کنترل دیفرانسیلی با پهنای 
 ریان جرمیج                                                                                      س ح                          

        ab              س حab   درx تغییرات در  جهمت واقع شده. از آنجایی( که جریان دو بعدی استz   ،)وجمود نمدارد

   برابر است با : abجریان جرمی از 

         wudym
o

ab 


 

 

cd   س حcd    درdxx     واقع شده است. با بسm رامون من قه  پیx   توسم  سمری تیلمور ، بدسمت

 می آوریم: 

        dx
x

m
mm

x

xdxx 









 

 و از این رو:

      wdxudy
x

udym
oo

cd

















 






 

bc    بنابراین برای  س حbc    :به دست می آوریم 

    

       wdxudy
x

m
o

bc


















 



 

ممورد بررسمی قمرار  abcdحال اجازه دهید مقادیر مومنتم و نیروهای ناشمی از آن را در حجمم کنتمرل 

 دهیم.

 ب: معادله مومنتم 

     :abcdمعادله مومنتم برای حجم کنترل    xبا کاربرد مولفه 

    

 عادله اساسی:                     م 



 


dVud

t
FF

scvc
BXsx .u

..
 

   نیروهای وزنی   نیروهای س حی                              

oFBx(                                                                3فرض )        

00
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cdbcabsx     پس: mfmfmfF  

 

 مقدار مومنتم است.  Xبیانگر مولفه   mfرآن که د

                 x، مما بایمد رواب می بمرای مقمدار ممومنتم  abcdجهت کاربرد این معادله برای حجم کنترل دیفرانسیلی 

بمه دسمت  xو همچنین نیروهای سم حی وارده بمر حجمم کنتمرل در جهمتعبوری از میان س ح کنترل 

آوریم. حال می توانیم مقدار مومنتم را بدست آورده و سپس هر ج ء از س ح کنترل را ممورد رسمیدگی 

 قرار دهیم.
 

 (     mf  مقدار مومنتم )      س ح                                                                         

 

 ab                                   س حab  در موقعیتx  واقع شده است. از آنجائیکه جریان دو بعدی است، شار ممومنتم در

 برابر است با : abاز س ح   xجهت   

 

          wudyumf
o

ab 


 

cd  س حcd    در موقعیتdxx   واقع شده است. بما بسم  شمار ممومنتم در  جهمتx    mf 

 ، به دست می آوریم: xی تیلور پیرامون موقعیت  توس  سری ها

 

        dx
x

mf
mfmf

x

xdxx 







 

 یا

      wdxuyu
x

udyumf
oo

cd

















 



 

 

bc که جرم عبموری از سم ح  از آنجاییbc      دارای مولفمه سمرعتU     درجهمتx    ممی باشمد. شمار

 عبور می کند  با راب ه زیر بیان می شود: bcکه از س ح     xمومنتم در جهت   

        bcbc mUmf  

       wdxudy
x

Umf
o

bc

















 



 

ت که از س ح کنترل عبور می کند به صور  xار خالص شار مومنتم در جهت از رواب  بالا می توانیم مقد

 زیر به دست آوریم:

    wdxudy
x

Uwdxudyu
x

wudyuwudyuAdVu
oooocs 




































 






. 
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 با جمع نمودن اج اء معادله خواهیم داشت:

wdxudy
x

Udxudyu
x

AdVu
oOcs 




























 






. 

 

در دسمت داریمم،  xحال که راب ه مناسبی برای بیمان شمار ممومنتم عبموری از سم ح کنتمرل در جهمت 

را مورد بررسی قرار دهیم. )حجم کنترل  xتوانیم نیروهای س حی وارده روی حجم کنترل در جهت می

دیفرانسیلی مورد نظر مجدداً در شکل زیر نشان داده شده است(. می دانیم که نیروهمای عممودی برسمه 

 اثر می نماید.  dبر آن، نیروهای برشی بر س ح س ح از س ح کنترل اثر می کنند. علاوه 

از آنجائیکه گرادیان سرعت در لبه بالایی مرزی به سمت صفر میل می نمایمد ، از مقمدار نیمروی برشمی 

 صرفنظر شده است. bcوارده در طول س ح 

 
 

 نیرو                                  س ح                                     

ab                      اگر فشار درx   برابرP  باشد، در نتیجه مقدار نیروی وارده بر س حab    بما

PwFab               راب ه زیر بیان می شود :               

) لایه مرزی بسیار نازك است؛ در تمام شمکلهایی کمه ایمن لایمه  نشمان داده 

 شده ضصامت آن به مقدار زیادی ب رگ نشان داده شده است.

 yچون این لایمه بسمیار نمازك ممی باشمد، لمتا از تغییمرات فشمار در جهمت 

xpp)(نمود، و لتا فرض نمودیم که در لایه مرزی:     توان صرفنظرمی ) 

 

cd                  با بس  راب ه با سمریهای تیلمور، مقمدار فشمار درdxx    بوسمیله راب مه زیمر 

 بیان می شود:     

         dx
dx

dp
pp

x

dxx 



 

 

 با راب ه زیر بیان خواهد شد: cdپس مقدار نیرو روی س ح                                
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       )(  dwdx
dx

dp
pF

x

cd 











 

 

bc   مقدار متوس  فشار وارده روی س حbc  :برابر خواهد بود با 

         dx
dx

dp
p

x






2
1 

 بوسیله راب ه زیر به دست می آید bcنیروی عمودی وارده روی  xپس مولفه           

       wddx
dx

dp
pF

x

bc 













2
1 

 

ad   نیروی برشی وارده برad :با راب ه زیر به دست می آید 

        wdxdF wwad 
2

1 

 

 همه نیروهای وارده بر حجم کنترل، به دست می آوریم: xبا جمع نمودن مولفه 

      0                       0 

    wdxddxdxds
dx

dp
dx

dx

dp
F wwSX









 
2

1
2

1 

 

dxdxdبا توجه به اینکه می دانیم          وwwd     است، لتا از اج اء دوم  و چهارم معادله صرفنظر

 نمودیم.

csبا جایگ ینی رواب  به دست آمده برای    
AdVu


.     وSXF    در معادله مومنتم در جهتx  به دست ،

 می آوریم:

 

wdxudy
x

Udxudyu
x

wdxdx
dx

dp

oo
w







































 


 

 

 خواهیم داشت:   wdxبا تقسیم راب ه فوق بر 

 

  












oo

w udy
x

Uudyu
xdx

dp 
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نیروهمای وارده در لایمه    xمی باشد که راب ه بین مولفمه همای ‹‹ انتگرالی مومنتم›› معادله فوق معادله 

 را ارائه می کند.  xمرزی  وشار مومنتم در جهت 

گرادیان فشار ، 
dx

dp  بیرون از لایه مرزی می تواند بما بکمارگیری معادلمه برنمولی بمرای جریمان بمدون ،

 ل وجت تعیین گردد.

dxUdU
dx

dp
/  اگر بپتیریم که




o
dy  ممی توانمد بمه شمکل زیمر ‹‹ انتگرالی ممومنتم›› پس معادله

 نوشته شود:

                  













ooo

w Udy
dx

dU
udy

x
Uudyu

x
 

 که:از آنجایی

       







 


ooo

udy
dx

dU
uUdy

x
udy

x
U 

 پس :

         








oo

w dyuU
dx

dU
dyuUu

x
)( 

                                 و

    dy
U

u

dx

dU
Udy

U

u

U

u
U

x oo
w 













  1)1(2



  

 

 ،   خواهیم داشت:  ،   و ضصامت مومنتم   ،   با بکار گیری تعریف ضصامت جابجایی  ، 

 

 
dx

dU
UU

dx

dw  


 2 

 

 می باشد.  ‹‹ انتگرالی مومنتم›› معادله فوق معادله 

برای پروفیل سرعت فمرض شمود و تمنش برشمی دیمواره بتوانمد بما سمایر  که شکل مناسبیدر صورتی

متغیرها مرتب  گردد، این معادله می تواند برای ضصامت لایمه ممرزی یمک معادلمه دیفرانسمیلی معممولی 

 نتیجه دهد.

 وقتی که ضصامت لایه مرزی  تعیین شود، ضصامت مومنتم ، ضصامت جابجمایی و تمنش برشمی دیمواره 

 سبه شوند.می توانند محا

( در یمک حجمم کنتمرل  xمعادله فموق بما بکمارگیری معمادلات اساسمی )پیوسمتگی و ممومنتم در جهمت 

دیفرانسیلی بدست آمده است با بازنگری در مفروضات بکار گرفته شده در اسمتصراج معادلمه ، ملاحظمه 
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تراکم ، دوبعدی و عدم وجود نیروهای درونی  خواهیم کرد که معادله محدود به جریان ماندگار، غیر قابل

 می باشد.

، به میدان سرعت در نظر نگمرفتیم. بنمابراین  wما هیچ فرضی برای مرتب  کردن تنش برشی دیواره ،   

این  از معادله فوق برای جریان لایه مرزی ورقه ای یا درهم معتبر و قابل استفاده می باشد. برای استفاده

 ، باید:  xمعادله جهت محاسبه ضصامت لایه مرزی بر حسب تابع  

به دست آوریم. این مقدار از تئوری جریمان  xU)(یک تقریب اولیه برای توزیع سرعت جریان آزاد،    -1

وجود می داشمت(. فشمار در بدون ل وجت تعیین می شود)سرعتی که در صورت عدم وجود لایه مرزی 

 ، مرتب  نمائید. xU)(لایه مرزی را با بکارگیری معادله برنولی به سرعت جریان آزاد  ، 

 یک شکل پروفیل سرعت مناسب برای ناحیه درون لایه مرزی فرض نمائید. -2

 تنش برشی دیواره را به میدان سرعت مرتب  نمائید. -3

د معادله فوق برای جریانهای لایه مرزی ، ابتمدا جریمان روی یمک صمفحه صماف بما برای توضیح کاربر

گرادیان فشار صفر را مورد بررسی قرار می دهیم و در بصش بعدی اثرات گرادیمان فشمار روی جریمان 

 لایه مرزی مورد بحث  قرار خواهد گرفت.

 
 

 صفربکار گیری معادله انتگرالی مومنتم برای جریان با گرادیان فشار 

 

، از معادله برنولی خواهیم یافت که بمرای ایمن Uبرای حالت ویژه جریان روی یک صفحه صاف، ثابت = 

0و بنابراین  pحالت، ثابت =
dx

dp  . 

 پس معادله انتگرالی مومنتم به شکل زیر کاهش می یابد:

 















0

22 1 dy
U

u

U

u

dx

d
U

dx

d
Uw 

 

توزیع سرعت، 
U

u  ، در لایه مرزی معمولا بصورت تابعی از ،


y  ، بیان می شود. ) قابل توجه اینکه ،
U

u 

به  yمی باشد.( بهمین ترتیب مناسب است که متغیر انتگرال از  xتنها تابعی از بدون بعد می باشد و 


y 

 تغییر نماید. با تعریف 

         


y= 

ddy    پس:                           

 و معادله انتگرالی مومنتم برای گرادیان فشار صفر بصورت زیر نوشته می شود:
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 









1

0

22 1 





 d
U

u

U

u

dx

d
U

dx

d
Uw 

 

یمن حل نمائیم. بمرای انجمام ا xین معادله را برای ضصامت لایه مرزی بصورت تابعی از ما علاقه مندیم ا

 کار ما باید:

 توزیع سرعت در لایه مرزی را فرض نمائیم. با راب ه ای به شکل : -1













y

U

u
f 

 )الف( توزیع سرعت در نظر گرفته شده، باید شرای  مرزی فی یکی زیر را داشته باشد .

          u=0              ,             y= 0در

 y                      ,                u=Uدر 

y                      ,             0در 




y

u  

 

بمه  شد مقدارعددی انتگرال در معادله فموق)ب( قابل توجه اینکه زمانی که توزیع سرعت در نظر گرفته    

 شکل زیر ساده می شود.





 








 dثابت

U

u

U

u
1

0

1 

 

 و معادله انتگرالی مومنتم می شود:





dx

d
Uw

2 

 

راب ه ای برای  -2 w
د که راب ه برای بدست آورید. این راب ه به ما این امکان را می ده برحسب  

)(x.حل شود، همان ور که در زیر شرح داده شده است 

 

 جریان ورقه ای 

برای جریان ورقه ای روی یک صفحه صاف، یک فرض قابل قبول برای پروفیل سمرعت یمک معادلمه 

 است . yپولینومیال برحسب 

                2cybyau  
 ی یکی بقرار زیر هستند.شرای  مرزی ف
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yدر
y

u

yUuدر

yuدر














,0

,

0,0

 

 

 ) با توجه به شرای  مرزی ( خواهیم داشت: c , b , aبا محاسبه ضرایب ثابت 

 

2

2

22 





















yy

U

u 

 تنش برشی دیواره بوسیله راب ه زیر بیان می شود:

0











y

w
y

u
 

 

 خواهیم داشت :wبرای با جایگ ینی پروفیل سرعت فرضی در این راب ه 

 

   

0

0

0 















































d

dU

y

U
uU

dy

du U
u

y

y

w 

 یا

 

   

















UU

d

dU
w

2
222

00

2 












 

 

 حال در مرحله ای هستیم که معادله انتگرالی مومنتم را بکار بریم.

 









1

0

2 1 


 d
U

u

U

u

dx

d
Uw 

و wبا جایگ ینی مقادیر 
U

u
 یم داشت:، خواه 

 

   

1

0

222 212
2








d

dx

d
U

U 

 یا   

  

1

0

432

2
452

2







d

dx

d

U

U 
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 با انتگرال گیری و جایگ ینی حدود انتگرال خواهیم داشت:

dx

d

U







15

22
 

 یا

dx
U

d





15
 

 خواهیم داشت:است. با انتگرال گیری مجدد  که نشان دهنده معادله دیفرانسیلی برای 

 

cx
U




 15

2

2

 

 

0,0اگر فرض شود که در   x  0است،  پس بایدc= : باشد، بنابراین 

U

x






30
 

 یا

 

exRUxx

48.530




 

 

معادله فوق نشان می دهد که نسبت ضصامت لایه مرزی ورقه ای به فاصله در طول یمک صمفحه صماف 

یمق ه معکو  با جتر عدد رینالدز طول دارد. این راب ه مشابه راب ه ای است که از طریق راه حل دقراب 

استصراج گردید. قابل ملاحظمه  1908با استفاده از معادلات دیفرانسیلی حرکت توس  بلاسیو  در سال 

 ت(.ابت ب رگتر اس)عدد ثدرصد خ ا دارد.  10معادله فوق در مقایسه با راه حل دقیق تنها حدود است که 

جدول زیر نتایج محاسبات با بکارگیری پروفیل سرعت تقریبی و نتمایج مشمابه بدسمت آممده از راه حمل 

 دقیق را خلاصه نموده است.
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وقتی که ضصامت لایه مرزی شناخته شد، همه ج ئیات جریان می توانند تعیین شوند. ضریب تنش برشی 

 ه زیر تعریف میشود:بوسیله راب  skin frictionدیواره یا 

2

2
1 U

C w
F




 

با جایگ ینی پروفیل سرعت و معادله 
exRx

48.5


: خواهیم داشت 

 
48.5

1
44

4

2
1

2

2
1 22

ex

ex

w
F

R

R

x

UxUU

U

U
C 
















 

 نهایتاً:

ex

F
R

C
730.0

 

 

 مممی توانممد بمما  ( روی سمم ح Viscous dragشممناخته شممد، کشممش ل وجممت )  wوقتممی کممه تغییممرات 

 انتگرال گیری روی س ح صفحه صاف محاسبه شود.

 همان ور که در مثال زیر تشریح شده است.

معادله 
exRx

48.5


  بکار گرفته شمود. ضصامت لایه مرزی ورقه ای در حال انتقال می تواند برای محاسبه

30,24.0/,5105برای شرای  هوای استاندارد در   RباsmUmx هیم داشت:خوا 

00775.0
105

48.5

R  

48.5

5
ex





x

 

 و ضصامت لایه مرزی می شود:

  mmmx 86.124.000775.000775.0  
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است. این محاسبات نشان می دهد که  xدرصد طول فاصله،  1ضصامت لایه مرزی در حال انتقال کمتر از 

 اثرات ل وجت محدود به یک لایه بسیار نازك ن دیک س ح یک جسم می باشد.

وق نشان دهنده اینست که با در نظر گرفتن پروفیلهمای سمرعت فرضمی متفماوت نتمایج نتایج در جدول ف

 نسبتاً قابل قبولی بدست می آید.

مثال : یک لایه مرزی دو بعدی ورقه ای در طول یک صفحه صاف در نظر بگیریمد. فمرض کنیمد پروفیمل 

 سرعت در لایه مرزی بصورت سینوسی بشکل زیر است.













 y

U

u

2
sin 

 راب ه ای برای مقادیر زیر پیدا کنید

 xبرحسب تابعی از  الف( مقدار رشد 

ب( ضصامت جابجایی ، 
  بصورت تابعی از ،x 

 .  bو پهنای  Lج ( کل نیروی اص کاکی روی صفحه ای با طول 

 

 ول یک صفحه صاف.داده ها: جریان لایه مرزی دو بعدی ورقه ای در ط

 پروفیل سرعت لایه مرزی بشکل زیر :
















y

U

u
yبراي

2
sin0 

 و   

         1
U

u
yبراي  

 خواسته ها :

 x)(الف( 

x)(ب( 
 

 bو پهنای  Lج( کل نیروی اص کاکی روی صفحه ای به طول 
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U  ،0=صفحه صاف ، ثابت راه حل : برای جریان روی

dx

dp  و ، 

 

 









1

0

22 1 





 d
U

u

U

u

dx

d
U

dx

d
Uw 

 مفروضات :

 جریان ماندگار -1

 جریان غیر قابل تراکم -2

با جایگ ینی 


2
sin

U

u در معادله فوق بدست می آوریم 





































 

000
4

10
2

sin
4

1

22

1

2
cos

2

2
sin

2
sin

2
sin1

2
sin

2

1

0

2

1

0

22

1

0

2
































dx

d
U

dx

d
U

d
dx

d
Ud

dx

d
Uw

 

 

137.0,137.0 22  






dx

d
U

dx

d
Uw 

 حال 

 














 222 0

0

0

U
COS

U

y

U
u

U

dy

du

y

y

w 


































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             بنابراین:
dx

d
U

U
w







 2137.0

2
 

 

 با جدا سازی متغیرها خواهیم داشت: 

dx
U

d



 5.11 

 با انتگرال گیری بدست می آوریم:

cx
U





5.11

2

2

 

 

 پس : =0cاست خواهیم داشت  0x= ,0اما از آنجائیکه در 

U

x




 0.23 

 یا 

exRUxx

8.4
80.4 




 

 )( x
 

ضصامت جابجایی، 
 :بوسیله راب ه زیر داده می شود 

  

 

 


























2
1

2
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 از آنجائیکه از قسمت )الف( داریم :

exRx

8.4



 

 پس 

exex RRx

74.18.42
1 















 

 
 )(x

 
 کل نیروی اص کاکی روی یک طرف صفحه با راب ه زیر بدست می آید
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0
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
AP

wdAF  

LXو  dA= bdxکه از آنجایی 0 ، 

 

L

LLL

w bUdbUbdx
dx

d
UbdxF 





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U

u

v

u
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U

u

v

u
L

L

L 



















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1
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و  137.0از قسمت ) الف ( داریم 
eL

L
R

L80.4
  :بنابراین ، 

eLR

bLU
F

2658.0 
 

F
 

 

 این مسئله، کاربرد معادله انتگرال مومنتم برای جریان لایه مرزی ورقه ای روی یک صفحه را شرح 

 می دهد.

 

 ( Turbulentجریان درهم ) 

 

ه های مرزی با گرادیمان فشمار صمفر، بسمیار شمبیه بمه ج ئیمات ج ئیات پروفیل سرعت آشفته برای لای

 پروفیل سرعت جریان آشفته درون لوله ها و کانالها است. 

ارقام تجربی بدست آمده از لایه های مرزی درهم با بکارگیری دستگاه مصتصات 
U

u  در مقابمل


y رسمم

روفیل سرعت مناسبی برای لایه های مرزی درهمم روی صمفحات مسم ح صماف شدند. و بدین ترتیب پ

(، و توان   law –Powerبدست آمد. پروفیل تجربی بدست آمده توانی ) 
7

معممولاً بمرای ممدل پروفیمل  1

 سرعت بکار می رود .

7

1
7

1














y

U
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  ی شمود زیمرا بما اسمتفاده از ایمن معادلمه در ن یمک دیموارهاین پروفیل ناحیه ن دیک دیواره را شامل نم


dy

du بدست می آید. بدین ترتیب ما نمی توانیم از این معادله بمنظور یافتن راب ه ای برایw برحسب

 سمتفاده کمردیم( بمرای لایمه ممرزی در همم از لایه مرزی ورقه ای ا ) همان ور که برای جریان جریان

 راب ممه ای کممه بممرای جریممان در لولممه همما بکممار بممرده مممی شممود، بمما انجممام تغییراتممی اسممتفاده 

 می کنیم (.

25.0
203325.0 










VR

v
Vw  

 

 شعاع لوله      

بمما بکممارگیری تمموان 
7

817.0بممرای پروفیممل سممرعت در لولممه خممواهیم داشممت  1
U

V  بمما جممایگ ینی ،

UVR 817.0,  : در معادله فوق خواهیم داشت 
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1
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U
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 حال می توانیم معادله انتگرالی مومنتم را بکار بریم :

 

 

 

و  wبا جایگ ینی 
U

u  ال گیری بدست می آوریم :و انتگر 

 







1

0

7

1

7

1
4

1

72

7
)1(0233.0

dx

d
d

dx

d

v

u 





 

 

 بدست آوردیم:بدین ترتیب یک معادله دیفرانسیلی برای 

dx
U

.d
4

1

4

1

240 






 
 

 با انتگرال گیری خواهیم داشت :

 

1

0

2 )1( 


 d
U

u

U

u

dx

d
Uw



           گروه سازه های هیدرولیکی دانشکده مهندسی علوم آب                                          ودینامیکدرسی هیدرجزوه  - قمشیمهدی 

 148 

cx
U

. 






 


4

1

4

5

240
5

4 

فرض مساوی اینست که فرض کنیم جریان از ابتدای لبه  ) این0داریم  =0xاگر فرض شود که در 

 می شود و ؛ c=0صفحه حالت درهم دارد (، پس 

5

4
5

1

3820 x
U

. 






 
 

 یا 

exR

.

Ux
.

x 5
1

5
1

3820
3820 







 


 

 

 

 را به شکل زیر بدست می آوریم: با بکار بردن این معادله، ضریب اص کاك س حی برحسب 

 

4
1

2

04660

2

1



















U
.

U

C w
F 

 ، بدست می آوریم : باجایگ ینی برای  

5
1

2

0594.0

2

1
ex

w
F

RU

C 



 

 

تجارب بدست آمده نشان می دهد که معادله فوق، اص کاك س حی در همم را روی یمک صمفحه مسم ح 

75برای حدود  10105  exR .بسیار خوب محاسبه می نماید 

ر ه انتگرال مومنتم یک روا تقریبی برای پیش بینی گسترا لایه مرزی می باشد؛ در هماستفاده از معادل

 ( را بدرسمتی پمیش بینمی ممی نمایمد. پارامترهمای لایمه ممرزی  Trendsحال این معادله، شکل تغییرات ) 

2ورقممه ای بمما 
1

exR  5تغییممر مممی نماینممد. همممین پارامترهمما در لایممه مممرزی در هممم بمما

1


exR تغییممر 

 می نمایند. در نتیجه لایه مرزی درهم با سرعت بیشتری نسبت به لایه مرزی ورقه ای گسترا می یابد.

 

ل این مسئله دلیتنش برشی دیواره در لایه مرزی درهم بسیار بیشتر از لایه مرزی ورقه ای است. 

ی صوانی بدست آمده با نتایج تجربی نشان ماساسی برای گسترا سریع لایه های مرزی درهم است. هم

تار تا رف دهد که استفاده از معادله انتگرال مومنتم یک روا تقریبی موثری است که ما را قادر می سازد

 عمومی لایه های مرزی را م العه نمائیم.
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ان لایه مرزی درهم روی یک صفحه مس ح : راه حل تقریبی با بکارگیری پروفیل سرعت با تو -مثال
7

1. 

) در جهمت صمفحه ( جریمان دارد. لایمه ممرزی  L= 1 mاز روی یک صفحه مس ح با  U=1 m/sآب با  

، و تمنش  ایجاد شده و فرض می شود در لبه صفحه به درهم تبدیل می شود. ضصامت لایمه ممرزی، 

، ارقام را با حالتی که جریان ورقه ای در هممان محمل باشمدرا محاسبه کنید. این  x=Lبرشی دیواره در 

مقایسه نمائید. برای پروفیل سرعت درهم، توان 
7

 را فرض نمائید. 1

 

داده ها: جریان لایه مرزی روی یک صفحه مس ح: جریان درهمم از لبمه صمفحه. فمرض 
7

تموان بمرای  1

 پروفیل سرعت .

 ،  )الف( ضصامت لایه مرزی،   واسته ها: خ

 ، ) ب ( ضصامت جابجایی ،   

 ، w) ح ( تنش برشی دیواره ،   

 ) د ( مقایسه با حالتی که جریان لایه مرزی ورقه ای باشد.  

 

 
 ل : راه ح

 بکارگیری نتایج حاصل از معادله انتگرال مومنتم .

 معادلات محاسبه شده :

5
1

382.0

exRx


 

 















0

1 dy
U

u
 

 

5
12

0594.0

2
1

ex

w
F

RU
C 



 

L=1 m 

x 

U=1 m/s 

δ 
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.s/mبا داشتن  x=Lدر  2610001  ، برای آب 

 

6

6
10

10

1
11 



UL
ReL 

از معادله 
5

1

382.0

exR
x


 : داریم 

 

mm

mmL

R

L

ex

L

1.24

0241.01

10

382.0382.0

5

1
65

1









 

 L 

با بکارگیری معادله 













0

1 dy
U

u
 7با قراردادن

1
7

1














y

U

u  :خواهیم داشت 

 

 












0
0

7

1

0

)1()()1(1
L

L

L

L

X

L d
y

d
U

u
dy

U

u



 

                                                                                                 
1

0

7

8

8

7








  L 

 

mm
mmL

L 01.3
8

1.24





 



L

 

 

از معادله 
5

1

0594.0

ex

F

R

C : داریم 

 

 

2

22

5

1
6

/87.1

1999
2

1
00375.0

2

1

00375.0

10

0594.0

mN

Uc

c

w

Fw

F









 
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 
  Lw 

 

 برای جریان ورقه ای با بکارگیری مقادیر راه حل بلاسیو  داریم 

 

 
m

x
mmیا L 005.01

10

0.5

Re

0.5
00.5

2

1
6

 ، 

 

344.0از مثالهای قبل داریم 




 : بنابراین ، 

mm72.10.5344.0344.0   
 

 

از معادله 
ex

F
R

c
664.0

 : داریم ، 

  22

6

2 /332.01999
2

1

10

662.0

2

1
mNpUc fw  

824
005

124
.

.

mm.

ايورقه

درهم





 ،     ضصامت ناحیه مغشوا  

751
721

013
.

mm.

mm.

ايورقه

درهم




    ت جابجایی،            ضصام 

635
3320

871
.

.

.

wايورقه

wدرهم





 ،           تنش برشی دیواره    

 

 

 زیر لایه ی ورقه ای

 شود  محاسبه زیر تجربی ی رابطه با تواند می       آن ضخامت و است نازك بسیار معمولاً ای ورقه ی زیر لایه

  

 

 سرعت برشی                     .        که در آن   

 از سطحی چنین صورت آن در ،            یعنی باشند؛ کوچک بسیار      با مقایسه در      سطح های ر زبریاگر مقدا

ندارند و اثرات لزوجت نقش  محسوسی اثر ها زبری جریانی چنین در. شود می گفته صاف هیدرودینامیکی نظر

صاف در  نامیکییسطوح هیدرود ی عنوان مشخصه به                       معیار معمولاً. کند اساسی در جریان ایفا می

 دشو نظر گرفته می

 

 

 uv /6.11

  /0u

  

0/25 /
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 شکل: تعریف س وح صاف و زبر از نظر هیدرودینامیکی

ها        ، خیلی کوچک باشد )یعنی            ای       در مقایسه با ارتفاع زبریی ورقهاگر ضصامت زیر لایه

کند و مرزها از نظرهیدرودینامیکی زبر ی ایفا نمیهایی ل وجت نقش اساس(، در چنین جریان 

های هیدرودینامیکی زبر در نظر به عنوان معیاری برای جداره        شوند. معمولاً      خوانده می

 شود.گرفته می

 ها هر دو جریانبرند و ل وجت و زبریمرزها در رژیم انتقالی به سر می ،          ی             در محدوده

 کنند.را کنترل می

 

 

 گرادیانهای فشار در جریان لایه مرزی

 

 تحلیل ما در مورد جریانهای لایه مرزی تاکنون برای جریانهایی روی صفحه مس ح که در آنها گرادیمان

 فشار صفر بود، بوده است.

 معادله انتگرالی مومنتم برای این حالت بصورت زیر داده شده است،

  

6/ 

6/25.0  
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 







0

22 )1( dy
U

u

U

u

dx

d
U

dx

d
Uw 

 

 با یادآوری اینکه در استصراج این معادله، هیچ فرضی در مورد رژیم جریان لایمه ممرزی در نظمر گرفتمه

نش نشد، معادله برای هر دو لایه مرزی ورقه ای و درهم معتبر می باشد. معادله فوق نشان می دهد که ت

ا یجه پروفیل های سرعت ببرشی دیواره، بوسیله کاهش در مومنتم سیال به حال تعادل در می آید. در نت

حرکت در طول صفحه تغییر می نمایند. ضصامت لایه مرزی به افم ایش خمود اداممه ممی دهمد و جریمان 

 ن دیک دیواره، رفته رفته آهسته می شود )از دست دادن مومنتم(.

 ر،سئوالی که می توان کرد این است که آیا سیال ن دیک دیواره امکان دارد متوقف شود؟ بمه بیمانی دیگم

0سئوال این است که برای حالتی که 
dx

dp  0است، آیا احتمال دارد
0










y
y

u  باشد؟ 

 با در نظر گرفتن توزیعهای تنش برشی دیواره بمرای صمفحات مسم ح، در ممی یمابیم کمه بمرای جریمان 

 ورقه ای ،

ex

w

R

ثابت

U

x


2

)(



 

 

 و برای جریان درهم ،

5

12

)(

ex

w

R

ثابت

U

x




 

 

با یاد آوری اینکه 
0











y

w
y

u
  ،ما می توانیم بگوئیم برای صفحه با طول محدود ،

0










y
y

u  هرگ  صفر

 نصواهد شد.

0نق ه ای روی مرزهای سصت که در آن  




y

u است، نق ه جدایش تعریف شده اسمت. بمه هممین ترتیمب

0خلاصه برای  ب ور




P

P جریان جدا نصواهد شد؛ یا لایه سیال در کنار سم ح جاممد هرگم  بمه سمرعت

 صفر میل نصواهد کرد.

0اگر فشار در مسیر حرکت جریان اف ایش یابد، )




x

p  0( گرادیان فشار معکمو  ممی شمود. وقتمی




x

p  

ر در جهت حرکت کاهش یابد.( گرادیان فشار م لوب می شود. جریان درون یمک کانمال بما )وقتی که فشا
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مق ع متغیر نشان داده شده در شکل صفحه بعد را در نظر بگیرید. برای ساده کردن بحث، جریمان را در 

 طول دیواره مستقیم در نظر بگیرید.

 

 
 

ک را در نظر بگیریم، مشاهده می کنیم که ی اگر نیروهای وارده بر یک ذره سیال ن دیک به مرزهای سصت

0نیروی برشی خالص بدون توجه به علامت گرادیان فشمار روی ذره وجمود دارد. بمرای 




x

p  نتیجمه ،

باشمد. از کاهش در مومنتم است. اما همان ور که قبلاً نشان دادیم، این کافی برای متوقف کردن ذره نممی

0(   1ه )که در ناحیآنجایی




x

p  فشار پشت ذره ) که به حرکت آنها کمک می کند(، ب رگتمر از آن اسمت ،

که مانع حرکت آنها شود؛ و ذره بسمت پائین سراشیبی فشار می لغ د، بدون آنکه با خ ر کاهش بسممت 

0ار معکمو (، ذره مواجمه بما گرادیمان فشم3صفر روبرو شود. در هنگام عبمور جریمان از ناحیمه )




x

p 

میباشد، و ذره باید به طرف سرابالایی فشار صعود نماید. لتا ذره سیال ممکن است بسمت سمکون میمل 

کند، در نتیجه باعث می شود که سیال اطراف از مرز منحمرف شمود؛ وقتمی ایمن وضمعیت رخ ممی دهمد، 

ایی، جهمت جریمان در ناحیمه جمدا شمده جریان از س ح جدا می گردد. درست در پائین دسمت نق مه جمد

 برخلاف جهت جریان اصلی خواهد بود.

 ] انرژی پائین سیال در ناحیه جدایی با اف ایش فشار پائین دست به سمت بالا دست رانده می شود.[ 

0پس ملاحظه می کنیم که گرادیان فشار 




x

p .آیما ایمن بمه ، یکی از شرای  لازم برای ایجاد جدایی اسمت

0معنی این است که اگر 




x

p  باشد همیشه جدایش وجود خواهد داشت؟ خیر ، این چنین نیست. ما نممی ،

0توانیم بگوئیم که با 




x

p 0، همیشه با جدایش روبرو هستیم، اما جدایش رخ نمی دهد مگر




x

p .باشد 
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ر، پروفیلهای سرعت بدون بعد برای جریان لایه ممرزی ورقمه ای و درهمم روی یمک صمفحه در شکل زی

  مس ح نشان داده شده اند. پروفیل درهم نسبت به پروفیل ورقه ای خیلی کاملتر )با لبه ضصیم ( است.

 

 
 

مرزی در یک سرعت آزاد مشابه، شار مومنتم درون لایه مرزی درهم ب رگتر از شار مومنتم درون لایه 

(. جدایش وقتی رخ می دهد که مومنتم لایه های سمیال ن دیمک سم ح بما ترکیمب  bورقه ای است )شکل 

نشمان داده  bنیروهای وارده ناشی از فشار و ل وجت به سمت صفر کاهش یابد. همان ور کمه در شمکل 

، به همین دلیلشده، مومنتم سیال ن دیک س ح به طور قابل ملاحظه ای برای پروفیل درهم، بیشتر است. 

های لایه درهم بهتر توانایی مقاومت در مقابل جدایش را در گردایان فشار متوس  دارد. بعضی از پی آمد

 این رفتار را در بصش های بعدی مورد بحث قرار می دهیم.

 

 تند های ذیل استوار هسروا  براسا  شود مراحلی که معمولاً برای کنترل جدایی به کار گرفته می

 ادن شکل اجسام ضصیم م ابق جهت خ وط جریان ت ابق د 

  های مرزی ت ریق سیال به درون لایه 

  های مرزی مکش سیال از لایه 

  های مرزیایجاد حرکت در دیواره 
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گرادیانهای فشار معکو ، سبب تغییرات قابل ملاحظه ای در پروفیل های سرعت جریانهای لایمه ممرزی 

 قریبی برای جریان با گرادیمان فشمار غیرصمفر از، معادلمه انتگرالمیورقه ای و درهم می شود. راه حل ت

 مومنتم می تواند بدست آید.

dx

dU
UU

dx

dw  



)( 2 

 با بس  دادن ج ء اول می توانیم بنویسیم :

dx

dU
U

dx

d
Uw )2(2 






  

 یا 

dx

dU

U
H

dx

dc

U

Fw 




)2(

22
 

که در آن 


 

H "  سرعت می باشد. فاکتور شکل در گرادیمان فشمار معکمو ،  پروفیل "فاکتور شکل

ر د 5/2بمرای گرادیمان فشمار صمفر تما تقریبماً  3/1از  Hاف ایش می یابد. برای جریان لایه مرزی درهم، 

 جدایش اف ایش می یابد. 

 

 می شود.  H=3.5و در نق ة جدایش  H=2.6برای جریان ورقه ای با گرادیان فشار صفر، 

کمه قبل از بکارگیری معادله فوق بایمد شمناخته شمده باشمد. از آنجمایی U(x)ان آزاد، توزیع سرعت جری

dx

dU
U

dx

dp
  است، تعیین نمودنU(x) .مترادف است با تعیین نمودن گرادیان فشار 

 

را از تئوری جریان ایده آل بمرای یمک جریمان بمدون ل وجمت تحمت  U(x)ما می توانیم تقریب اول برای 

یکسان بدست آوریم. همان ور که در فصمل قبمل دریمافتیم، بمرای جریمان بمدون اصم کاك غیمر  شرای 

، معادلمه لاپملا  را ارضماء  ، و پتانسمیل سمرعت ،  چرخشی ) جریمان پتانسمیل ( ، تمابع جریمان ، 

 نمائید.می

روی یک س ح جامد ممورد اسمتفاده قمرار گیرنمد. کوششمهای  U(x)این معادلات می توانند برای تعیین 

بسیاری توس  محققین مصتلف برای محاسبه توزیعهای سرعت روی س وح با شکلهای شناخته شمده و 

 همچنین برای تعیین فاکتورهای س ح برای ایجاد توزیع فشار دلصواه صورت گرفته است.
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 : جریان سیال پیرامون اجسام غوطه ور Bقسمت 

 

وقتی که بین یک جسم سصت و یک سیال که جسم در آن غوطه ور شمده، سمرعت نسمبی وجمود داشمته 

Fباشد، براثر عمل سیال، جسم تحت نیروی خالص ، 


، قرار می گیرد. ب ور کلی ، نیروی بسیار کوچک ،  

Fd


ممی  ود بر المان است و نه موازی آن می باشد. این نیرو،، وارده بر یک المان از س ح صفحه، نه عم 

Fتواند زمانی بوضوح دیده شود که وضعیت نیروی س حی که در نیروی خالص ، 


، اثمر دارنمد، ممورد  

بررسی قرار گیرند. اگر جسم مورد نظر درون یک سیال دارای ل وجت در حال حرکمت باشمد، در نتیجمه 

 فشاری و برشی روی جسم اثر می گتارند.دو نیروی 

 

 
جسمسطح

فشاري
جسمسطح

برشي
جسمسطح

FdFdFdF


 

Fنیروی منتجه ، 


، می تواند به مولفه هایی موازی و عمود بر جهت حرکت تقسیم شمود. مولفمه نیمروی  

DF، (  drag) موازی با جهت حرکت نیروی کششی 


روی عمود بمر جهمت حرکمت ، می باشد و مولفه نی 

Fنیروی بالا برنده ،  L

 ، می باشد. 

 با دانستن اینکه :

و   
dApdF

dAdF

فشاري

wبرشي






 

 

انتظار اینکه نیروهای کششی و بالا برنده می توانند بصمورت تحلیلمی محاسمبه شموند، چنمدان بمرآورده 

یروهای کششی و بالابرنمده را بمدون انجمام کارهمای نشده است؛ زیر تنها در چند حالت ساده می توان ن

آزمایشگاهی تعیین نمود. همان ور که مشاهده شد، وجود گرادیان فشار معکو  اغلب سبب جمدایی ممی 

ی شود؛ جدایی جریان مانع تعیین تحلیلی نیروی وارده بر جسم می گردد. بنابراین برای خیلمی از شمکلها

 د.ی کششی و بالا برنده باید به استفاده از ضرایب تجربی متوسل شمورد نیاز، برای تعیین نمودن نیرو
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  DragForce یکششنیروی 

 

کشش، مولفه ای از نیروی وارده بر جسم است که درست در جهت حرکت وارد می شود. اگمر بصمواهیم 

 V ج و غیرقابل تراکم با سرعت ، که درون یک سیال ل d، روی یک کره صاف با ق ر DFنیروی کششی 

ممی   و ل وجت سمیال   در حال حرکت است را مورد بررسی قرار دهیم، با داشتن جرم مصصو  

 توانیم بنویسیم :

),,,(1 VdfFD  
 

 زیر بدست می آید. کاربرد تئوری آنالی  ابعادی ) تئوری باکینگهام ( تابعی به شکل

 

)(222 





Vd
f

dV

FD  

d
(نسبتی از س ح مق ع  2

4
(

2d
A


 : می باشد و از این رو می توانیم بنویسیم 

(Re))( 332
f

Vd
f

AV

FD 





 

 

 

غیرقابمل  هرچند معادله فوق برای یک کره بدست آمده است، اما این شکل از معادله بمرای جریمان سمیال

تراکم روی هر جسم با شکل دیگری نی  معتبر است؛ مشصصه طول بکار برده شده در عمدد رینالمدز بمه 

 شکل جسم بستگی دارد.

 ، بصورت زیر تعریف می شود: DCضریب کشش ، 

AV

F
C D

D
2

2

1


 

عدد 
2

تا شکلی از فشار دینامیکی حاصل شود. با مقایسه دو معادله بمالا برای این در فرمول وارد شده  1

 می توان نوشت :

 eD RFC  
 

در این بحث از نیروی کششی، از اثرات تراکم پمتیری یما سم ح آزاد صمرفنظر شمده اسمت. در صمورت 

 دخالت دادن این اثرات شکل تابع به شکل زیر خواهد بود:

),,( MFRfC reD  
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 در این قسمت ما باید مقدار نیروی کششی روی اجسام مصتلف ) بدون در نظر گرفتن اثرات تراکم پتیری

و س ح آزاد ( را مورد بررسی قرار دهیم. کل نیمروی کششمی، جممع کشمش اصم کاك و کشمش فشمار 

 میباشد. به هرحال ضریب کشش تنها تابعی از عدد رینالدز می باشد.

 

 طح موازی با جریان : کشش اصطکاكجریان روی یک صفحه مس

 

کمه گرادیمان فشمار صمفر این حالت جریان در بصشهای قبلی به تفصیل مورد بحث قرار گرفت. از آنجایی

 است، کل کشش برابر کشش اص کاك می باشد. بنابراین :

صفحهجسم

wD dAF   

 و   

AV

dA

AV

F
C

صفحهجسم

w

D
D 2

2
2

1

2

1 






 

سیال می باشد. ) به عبارت دیگر س ح مرطوب شده(، ضمریب  کل س ح صفحه در تما  با Aکه در آن 

 کشش برای یک صفحه مس ح موازی با جریان، به توزیع تنش برشی در طول صفحه بستگی دارد.

 برای جریان ورقه ای روی یک صفحه مس ح، ضریب تنش برشی بوسیله راب ه زیر بدست می آید.

 

 

ex

w
F

RU
C

664.0

2
1 2




 

 

، و  L، روی یمک صمفحه مسم ح بمه طمول  Vیان با سرعت خ وط جریمان آزاد ضریب کشش برای جر

، با جانشینی  bپهنای  w
 از معادله فوق در معادله  بدست خواهد آمد. 

 






L

A

exD bdxx
v

V

bL
dAR

A
C

0

5.05.05.0
)(664.0

1
664.0

1 

 
5.0

0

5.05.0

328.1
5.0

664.0





























VL

vx

V

v

L

L
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eL

D
R

C
328.1

 

 

به صفحه حالت توربولنت دارد، ضریب تنش برشمی، براسما  روا با فرض کردن اینکه لایه مرزی از ل

 تقریبی در بصشهای قبل با راب ه زیر داده می شود:

ex
U

C

R

w
F

5
12

0594.0

2
1




 

 

 

 ، خواهیم داشت : DCاز این معادله در معادله  wبا جایگ ینی مقدار 

 






L

A

exD bdxx
v

V

bL
dAR

A
C

0

2.02.02.0
)(0594.0

1
0594.0

1 

 

2.0

0

8.0
2.0 )(074.0

8.0
)(

0594.0

VL

vx

V

v

L

L









  

 

5

1

074.0

ex

D

R

C  

75این معادله برای  10105  eLR .معتبر است 

 معادله تجربی ارائه شده توس  شولیچ ، 910eLRبرای 

  58.2
log

455.0

eL

D
R

C  

 با ارقام تجربی سازگاری خوبی دارد.

 ینابین(، از رواب  زیر می توان استفاده نمود.برای لایه مرزی حالت انتقالی )ب

 

 (75 10105  eLR )    
eLeL

D
RR

C
1740074.0

5
1
 

 ویا

 (95 10105  eLR )  
eLeL

D
RR

C
1610

)(log

455.0
58.2
 
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 تغییر در ضریب کشش برای یک صفحه صاف موازی با جهت جریان در شکل زیر نشان داده شده است. 

اتفاق می  5105exRفرض شده که حالت انتقال برای جریانی که ابتداً ورقه ای است، در در این منحنی 

 افتد.

 

 
 وعدد رینالدز که در آن حالت انتقالی رخ می دهد، بستگی به فاکتورهای زیادی مانند زبری س ح صفحه 

 های جریمان آزاد، ناحیمه انتقمال آشفتگی های جریان آزاد دارد. با اف ایش زبری س ح صفحه یا آشفتگی

تمایل به زودتر رخ دادن خواهد داشت )درعدد رینالدز کمتری رخ می دهد(. شکل فوق نشان می دهمد کمه 

برای یک صفحه با طول مشصص، وقتی که جریان ورقه ای در مسافت طولانی خمود را نگمه دارد، مقمدار 

( تاثیر کشمش ورقمه ای نادیمده گرفتمه  710eLRب رگ )  eLRضریب کشش کم خواهد بود. بهرحال برای 

 شده است .

 

 مثال : کشش اصطکاك سطحی روی یک تانکر بزرگ دریایی

و ارتفماعی از آن کمه در آب میباشمد  70mطول است و پهنمای آن  360mیک تانکر ب رگ دریایی دارای 

( draft )m25  دریا با است. اگر سرعت آن در آبC010  ،حرارتknots13  باشمد، مقمدار نیمرو و تموان

 مورد نیاز جهت غلبه بر کشش اص کاکی س حی را محاسبه نمائید.
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 . U=13 knotsداده ها: یک کشتی ب رگ در حال سفر با 

 

 الف( نیرو خواسته ها: 

 ب ( توان مورد نیاز برای غلبه بر کشش اص کاکی س حی   

 

لا

کمه بما آب در تمما  اسمت،  b=B+2Dو پهنمای  Lشه کشتی را بصورت یک صمفحه مسم ح بما طمول 

بصورت مدل در نظر می گیریم. با استفاده از ضریب کشش، مقدار کشش اص کاکی س حی را محاسمبه 

 می کنیم.

  معادلات مورد نیاز: 

(1)           
AU

F
C D

D
2

2

1


 

(2)    
eLeL

D
RR

C
1610

)(log

455.0
58.2
 

 

 )مایل دریایی در ساعت ( است، بنابراین:  knots 13سرعت کشتی 

 

sm
s

h

nm

m

h

nm
U /69.6

3600
185213  

 

Csmvبرای آب دریا در  026 10,104.1 : است ، پس 
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9

26
10721

1041
360696 





.

m.

s
ms/m.

v

UL
ReL 

 

 ( صادق است :2با فرض کردن اینکه معادله )

00147.0
1072.1

1610

)1072.1(log

455.0
958.29






DC 

 

 ( داریم :1و از معادله )
2

2
1 UACF DD  

                                                           

    
kgm

SN

S
mmkgmm

2

2

223 .
69.6/1020

2
1507036000147.0  

MNFD 45.1 

 DF 
 توان مورد نیاز برابر است با :

MW.P

..UFP N
D

709

69610451 6





 

 

 

( اولیه است . هرچند ضمریب کشمش بسمیار کمم اسمت، امما سم ح  KW 10000 این توان مورد نیاز ) 

243000مرطوب بسیار ب رگ است )  m  چون عدد رینالدز ب رگ است، اثرات جریمان ورقمه ای قابمل .)

mxصرفنظر می باشد ) انتقال در  1.0  ).رخ می دهد 
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 طح عمود بر جهت جریان : کشش فشارجریان اطراف یک صفحه مس

 

در جریان اطراف یک صفحه عمود بر جریان )شکل زیر(، تنش برشی دیواره دخالتی در نیمروی کششمی 

 ندارد. کشش بوسیله راب ه زیر بیان می شود:

سطح

D pdAF  

 

 
صمفحه،  (Wakeکم ) نرژیابرای این شکل، جریان از لبه صفحه جدا می گردد؛ جریان برگشتی در محل 

وجود دارد. هرچند فشار روی س ح پشت صفحه اساساً ثابت است، اما مقمدار آن نممی توانمد بصمورت 

 تحلیلی تعیین شود. به همین دلیل، برای تعیین نیروی کششی باید به نتایج تجربی متوسل شد.

(  projectسم ح  ضریب کشش، برای جریان در اطراف یک جسم غوطه ور معمولاً به س ح جلویی ) یما

 جسم بستگی دارد.

ضریب کششی برای یک س ح محدود عمود بر جهت جریان، به نسبت پهنای صفحه بمه ارتفماع آن و بمه 

 عدد رینالدز بستگی دارد.

، ضریب کششی اساساً به عدد رینالدز وابسته نیست.  1000)براسا  ارتفاع ( بیشتر از حدود  eRبرای 

)(با نسبت پهنای صفحه به ارتفاع آن  DCاتتغییر
h

b .در شکل زیر نشان داده شده است 
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)نسبت 

h
b "  نسبت منظرaspect"  1صفحه تعریف شده است(. برای

h
b  ضریب کششی در حداقل ،

]دیسک[ می باشد؛ این مقدار کمی بیشتر از ضریب کششی یک صفحه دایره ای  18.1DCخود یعنی 

(17.1DC.در عدد رینالدز بالا است ) 

( است؛  1000eRضریب کششی برای همه اجسام با لبه تی ، اساساً غیر وابسته به عدد رینالدز ) برای 

 بوسیله شکل اجسام رقم زده می شود.زیر نقاط جدایی 

 ضریب کششی برای تعدادی اجسام مشصص، در جدول زیر ارائه شده اند.
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 جریان در اطراف اجسام کره ای و استوانه ای شکل: کشش اصطکاك و فشار 

 

ای منحصر به فردی از در قسمت قبل، دو حالت ویژه جریان که در آنها کشش فشار و اص کاك، حالت ه

کشش ارائه می نمودند، بررسی شد. در حالت اول، ضریب کشش شدیداً تابعی از عدد رینالمدز بموده، در 

 اساساً غیر وابسته به عدد رینالدز بود.1000eRبرای  DCحالی که در حالت بعدی، 
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فشار و کشش اص کاك هردو در مقمدار کمل کشمش دخالمت  در حالت جریان در اطراف یک کره، کشش

دارند. ضریب کششی برای جریان اطراف یک کره صاف در شکل صمفحه بعمد بصمورت تمابعی از عمدد 

 رینالدز نشان داده شده است.

 

 
لیلمی، ، جدایی جریان از یک کره وجمود نصواهمد داشمت؛ بصمورت تح 1eRدر عدد رینالدز خیلی پائین 

صمرفنظر  inertioبرای جریانهای با عدد رینالدز خیلی پائین که در آنها ممی تموان از نیروهمای سمکون 

در حال حرکمت درون یمک سمیال بما  V، که با سرعت dنمود، مقدار نیروی کششی روی یک کره با ق ر 

 است، بوسیله راب ه زیر بیان می شود: ل وجت 

VdFD 3 
 ، تعریف شده با معادلات قبل می شود. DCبنابراین ضریب کششی، 

e

D
R

C
24

 

ق دارد، همان ور که در شکل بالا نشان داده شده این راب ه با مقادیر تجربی در اعداد رینالدز پمائین توافم

 جداشدن از ارقام تجربی می نماید.شروع به  0.1eRاما برای 

، ضریب کششی رفته رفته کاهش می یابد. براثمر جمدایی جریمان،  1000با اف ایش عدد رینالدز به حدود 

 مقدار کشش ترکیبی از کشش فشار و کشش اص کاك می باشد.

کشمش اصم کاك  1000eRنسبت دخالت کشش اص کاك با اف ایش عدد رینالدز کاهش ممی یابمد؛ در 

 درصد کل کشش است. 5حدوداً 

53در حدود  10310  eR منحنی ضریب کششی تقریبماً بصمورت افقمی اسمت. ضمریب کشمش در عمدد ،

( دستصوا یک کاهش شدید می شود. تجارب نشمان ممی دهمد کمه بمرای 5103رینالدز بحرانی )حدوداً 
5103eRیه مرزی در قسمت جلوی کره ورقه ای است. جدایی لایه مرزی درست در بالا دست مق ع ، لا
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توربولنت پهن در قسمت پائین دست کره ایجاد می شمود.  wakeوس  کره رخ می دهد: نسبتاً یک ناحیه 

در قسمت جدایش پشت کره، فشار اساساً ثابت و کمتر از فشار در قسمت جلوی کره است )شمکل زیمر(. 

 اختلاف در فشار ج ء اصلی موثر در کشش است. این

 
، حالت انتقال ) برای لایه مرزی ( اتفماق ممی افتمد و لایمه ممرزی در 5103برای اعداد رینالدز ب رگتر از 

قسمت جلوی کره، توربولنت می شود. سپس نق ه جدایی از قسمت وس  مق مع بمه سممت پمائین دسمت 

کاهش می یابد. نیروی فشاری خالص روی کره کاهش می یابمد )شمکل  wakeاندازه حرکت می نماید، و 

 قبل( و ضریب کشش بشدت کاهش می یابد.

که، از مقدار مومنتم بیشتری نسبت بمه لایمه ممرزی ورقمه ای برخموردار لایه مرزی توربونت، از آنجایی

 ور کمه در بصشمهای قبلمی ممورد است، بهتر می تواند در مقابل شیب فشار معکو  مقاومت نماید، همان

بحث قرار گرفته است. بدین جهت جریان لایه مرزی توربولنت روی اجسام ]غیرتیم [ م لموب تمر اسمت، 

 زیرا باعث تاخیر در جدایی شده و در نتیجه سبب کاهش ضریب کشش می گردد.

اشمد. بنمابراین انتقال در لایه مرزی تحت تاثیر زبری س ح کره و آشفتگی در خ وط اصلی جریان ممی ب

کاهش در کشش که با لایه مرزی توربولنت همراه است، در یک مقدار مشصص ثابت از عمدد رینالمدز رخ 

نمی دهد. آزمایشات روی کره های صاف درون یک جریان با س ح آشفتگی پائین، نشمان ممی دهمد کمه 

تاخیر بیافتد. برای سم وح زبمر و یما در  5104 ، در حدودeDRانتقال ممکن است تا عدد رینالدز بحرانی 
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، اتفاق  5000حالتی که خ وط آزاد دارای آشفتگی زیاد باشد، انتقال در عدد رینالدز بحرانی بسیار پائین 

 می افتد.

ضریب کششی روی یک کره با جریان لایه مرزی توربولنت، در حدود یک پنجم ضریب کشش برای لایه 

 ورقه ای با عدد رینالدز ن دیک بحرانی است. مرزی

با عدد  DCشکل زیر، ضریب کشش را برای جریان در اطراف یک سیلندر صاف نشان می دهد. تغییرات 

رینالدز، مشصصات یکسانی را در مقایسه با جریان در اطراف یک کره صاف نشان می دهد، امما مقمادیر 

DC .تقریباً دو برابر ب رگتر هستند 

 

 
 

جریان اطراف یک سیلندر دایره ای صاف ممکن است سبب ایجاد یک الگوی یکنواخت از ورتکس در پائین 

دست شود. ورتکس انتهایی سبب نوسان نیروی بالا برنده روی سیلندر در جهت عمود بر حرکت خ وط 

 سیم های تلگراف صدا دهند و یا طنابهای میله های پرچمجریان می گردد. ایجاد ورتکس سبب میشود تا 

 ب ور شدید صدا دهند.

بصمورت شمدید رخ  5000تا  60ارقام تجربی نشان میدهند که ورتکس عمومی در اعداد رینالدز از حدود 

 می دهد.
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 روی یک دود کش  Momentمثال: کشش آیرودینامیک و 

در حالمت  50km/hبلنمدی در مسمیر بمادی بما سمرعت   25mیک دود کش استوانه ای با یک متر ق ر و 

هوای استاندارد قرار دارد. اثرات انتهایی و تند بادها قابل صرفنظر میباشمند. 

 حساب کنید مومنتم خمیدگی ناشی از نیروی باد روی پایه دود کش را .

    L=25 mو      D= 1 m داده ها: دودکش استوانه ای 

       و kpa 101Pو  km/h 50Vبما در یمک جریمان هموای یکنواخمت 

C015 =T  

 از اثرات انتهایی صرفنظر شود.

 خواسته ها: مومنتم خمیدگی در کف دود کش 

 

 راه حل :

ضریب کشش با راب ه 
AV

F
C D

D 2

2
1 

  2داده شده و بنابراین

2
1 VACF DD  . 

 

Fکه نیرو در واحد طول روی همه طول یکنواخت است، نیروی منتجه ،از آنجایی D
، بر وس  دود کمش  

 اثر می کند. لتا گشتاور حول کف دودکش برابر است با : 

sm
s

h
kmmhKmV

V
L
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L

VAC
L

FM DDDD
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3600
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 

 

 

325برای هوای استاندارد  /23.1,/1078.1 mkgmkg    

 بنابراین 

5

5

3 1061.9
1078.1

.
1/9.13/23.1 


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
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35.0CDاز شکل قبل داریم 
 لتا : A=DL. برای یک سیلندر 

 

 

            
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s
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mKNM .0.130  
 

این مسئله کاربرد ارقام ضریب کشش برای محاسبه گشتاور بر اثر نیروی باد روی ساختمانها را شمرح 

وفیل سرعت هوای باد روی س ح زمین یکنواخت نیست. سرعت باد در لایه مرزی می دهد. در حقیقت، پر

 مدل می شود. Power  Lawاتمسفر اغلب با بکارگیری پروفیل 

 

 

 مثال :

رسید. ناگهان بعمد از ثابمت مانمدن  435km/hسرعتش به  400mدر مسافت  800kgیک ماشین با جرم 

232م کره( با س ح سرعت، راننده صفحه کششی )فرض کنید بصورت نی m. =A  را در جلوی جریان هموا

ه باز می کند. از هوا و اص کاك چرخهای ماشین صرفنظر نمایند. پیدا کنید زمان ممورد نیماز بمرای اینکم

 در هوای استاندارد برسد.  160km/hسرعت ماشین به 

رکت اسمت، بوسمیله نیمروی کششمی در حال ح 435km/hکه با سرعت  800kgداده ها: ماشین با جرم 

232روی صفحه مصصو  با س ح   m. =A  سرعتش کم می شود. از اص کاك هوا و چرخهما صمرفنظر

 می شود. و هوای با شرای  استاندارد جریان دارد.

 کاهش یابد . 160km/hخواسته ها: زمان موردنیاز برای ماشین تا سرعتش به 

 

 راه حل :

گرفتن اتومبیل به صورت یک سیستم و نوشمتن قمانون دوم نیموتن در جهمت حرکمت خمواهیم  با در نظر

 داشت:

     

V                                             F D
 

dt

dV
mmaFD  

                                                      x  
           hkm/  432 0V 

Km/h   fV160 
3/ mkg23/1 
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که از آنجایی
AV

F
CAVCF D

DDD 2

2

2
1

,
2

1


  . است 

 

 با جایگ ینی در قانون دوم نیوتن خواهیم داشت:

dt

dV
mAVCD  2

2

1
 

 لگیری، بدست می آوریم :با جدا سازی متغیرها و انتگرا
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 در نهایت
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با فرض کردن صفحه کششی بصورت یک نیم کره ) که قسمت باز آن روبروی جریان اسمت(، از جمدول 

 س با جایگ ینی مقادیر خواهیم داشت:( پ 310eR) با فرض  42.1DCمربوطه 

 

 ، فرض شده eRبا چک کردن 
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2
1

2
2

1

1046.1
1000

3600
1603.2

44

m

s

km
mh

h
kmm

v

VA

v

DV
Re 





















 

61021.5        لتا فرضیات صحیح بوده است. eR 

 

تند. همه ارقام تجربی ارائه شده در ایمن بصمش بمرای اجسمام منفمرد غوطمه ور در سمیال نامحمدود هسم

موضوعیت آزمایشات در تونل باد برای شبیه سازی جریمان نامحمدود اسمت. محمدودیت هما در انمدازه 

دستگاه رسیدن به چنین هدفی را غیر ممکن می کند. لتا اغلب برای تبدیل نتایج بدست آمده بمرای مموارد 

ر گرفته شود. در عملی، حالات جریان نامحدود نیاز است تا ضریب تصحیحی برای ارقام بدست آمده بکا
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وقتمی دو یما خیلی از حالات جریان حقیقی، در اجسام و یا س وح ن دیک بهم، اثرات متقابل رخ می دهمد. 

چند جسم در حال حرکت پشت سر هم باشند کشش ب ور قابل ملاحظه ای برای جسم دوم به بعد کاهش 

رانی بصوبی تجربه ممی شمود. در این پدیده توس  دو چرخه سواران و یا در مسابقات اتومبیل می یابد. 

کاهش یابمد. اگمر فاصمله  %80این گونه موارد، اگر فاصله حالت اپتیمم داشته باشد، کشش ممکن است تا 

 اپتیمم نباشد کشش ممکن است اف ایش یابد.

بهمین ترتیب کشش ممکن است تحت تاثیر اطراف خود واقع شود. ذرات کوچک که تحمت نیمروی جاذبمه 

در مقایسه با زمانی کمه بصمورت مجم ا وقتی که ذرات دیگری در کنار آنها وجود دارد، حرکت می کنند، 

د جریانهای با عدد رینالدز پائین ، کاربردهای مهمی در رونحرکت می کنند سرعت کمتری خواهند داشت. 

 دارد. Mixingرسوبگتاری و 
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 Lift نیروی بالا برنده 

 

وی لفه عمود بر جهت جریان نیروی منتجه ایرودینامیک است. یک مثال عمومی از نیرنیروی بالابرنده، مو

، بصمورت زیمر تعریمف ممی  LCضریب بالا برنده، ( میباشد.  airfoilبالا برنده جریان در اطراف بالها ) 

 شود.
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، ،ع عدد رینالدز و زاویه برخورد می باشند؛ زاویه برخورد ، تابairfoilبرای یک  dragو  Liftضرایب 

 و بردار سرعت جریان آزاد میباشد. airfoilزاویه بین 

ارقام ضرایب کشش و بالا برنده برای مق ع به شکلهای معمولی و شمکلهای جریمان لامینمار بمرای عمدد 

رسم شده اند. ج ئیات شمماره مق مع در زیمر شمکلها توضمیح داده شمده  71/9در شکل  6109رینالدز 

 است.
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 نماینمد. بما افم ایش زاویمه liftهر دو مق ع طوری قو  داده شده اند تا در زاویه برخورد صمفر ایجماد 

ه ویمبرخورد، ضرایب بالا برنده بتدریج اف ایش می یابد تا مقدار آن به حداکثر برسمد. افم ایش بیشمتر زا

دچار کاهش می شود، گفته می شود بال دچار  LCمی شود. وقتی  LCبرخورد، باعث کاهش ناگهانی در 

ایست شده است. ایست بال نتیجه جدایی جریان روی قسمت عمده ای از س ح بالایی بال است. همان ور 

کند. )همان ور بسمت عقب س ح پائینی بال حرکت می stagnationکه زاویه برخورد زیاد می شود، نق ه 

 بصورت شماتیک نشان داده شده است(. 18/9که در شکل 
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ایی در یک بال با س ح محدود، وقتی که نیروی بالا برنده عمل می کند، همیشه با پدیده ورتکس های انته

داده شده اند. ورتکس همای انتهمایی، به صورت شماتیک نشان  20/9همراه هستند. همان ور که در شکل 

د. نتیجه نشت جریان ها اطراف لبه بال از فشار زیاد قسمت پائین به فشار پائین قسمت بمالای بمال هسمتن

   8ورتکس انتهایی، ممکن است خیلی قوی و مداوم باشند، و ممکن است برای هواپیماهای سبکی که حدود 

در      km/h300می کنند، خ ر ساز باشند. سرعتهای حمدود  کیلومتر پشت هواپیماهای ب رگ حرکت 15تا 

 ورتکسهای انتهایی هواپیماهای سنگین و ب رگ اندازه گیری شده است.
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